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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå è ãëàâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà Ãàóññà-Áîííå äëÿ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï. Êëàññè÷åñêàÿ òåî-
ðåìà Ãàóññà�Áîííå óòâåðæäàåò, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîìïàêòíîé
îðèåíòèðóåìîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â Rn ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà
ñî ñòåïåíüþ å¼ îòîáðàæåíèÿ Ãàóññà. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé
ãðóïïû è âîçìîæíî íåêîìïàêòíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ â íåé ìîæíî òàêæå
îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå Ãàóññà, èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, çàäàí-
íûé ãðóïïîâûì óìíîæåíèåì. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, ñîâïàäàåò ëè ñòåïåíü
òàêîãî îòîáðàæåíèÿ Ãàóññà ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé. É. Ôðàíåöêèé è
Ì. Êàïðàíîâ äîêàçàëè, ÷òî ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîäìíîãîîá-
ðàçèé êîìïëåêñíîãî òîðà (C∗)n è, áîëåå îáùî, äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷êîâ
íà òîðå. Îäíàêî èõ ðåçóëüòàò ïåðåñòà¼ò áûòü âåðíûì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷êîâ íà íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå. Êà-
ïðàíîâ âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî ýòî âñ¼ æå âåðíî äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷-
êîâ íà ðåäóêòèâíûõ ãðóïïàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî
ïó÷êè ýêâèâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ. ß äîêà-
çàëà ýòó ãèïîòåçó.
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Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêàÿ. Ïóñòü G êîìïëåêñíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóï-
ïà, è ïóñòü F êîíñòðóêòèâíûé êîìïëåêñ ïó÷êîâ íà G. Äëÿ ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿ X ⊂ G, îáîçíà÷èì çà gdeg(X) ãàóññîâó ñòåïåíü ïîäìíîãîîáðàçèÿ
X. Îíà ðàâíà ÷èñëó íóëåé îáùåé ëåâî-èíâàðèàíòíîé äèôôåðåíöèàëüíîé
1-ôîðìû íà G, îãðàíè÷åííîé íà X. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ãàóññîâà ñòåïåíü
êîððåêòíî îïðåäåëåíà [7, 8]. Ê ïðèìåðó, ãàóññîâà ñòåïåíü ãèïåðïîâåðõíî-
ñòè ðàâíà ñòåïåíè å¼ îòîáðàæåíèÿ Ãàóññà.

Òåîðåìà 1.1. [27] Åñëè F ýêâèâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííî-
ãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, òî åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò áûòü
ïîñ÷èòàíà ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà

∑
cαT∗

Xα
G ïî òàêîé

ôîðìóëå
χ(G,F) =

∑
cαgdeg(Xα),

ãäå êîýôôèöèåíòû cα � ýòî êðàòíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïó÷êà ðàâíà èíäåêñó ïåðå-
ñå÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà ñ ãðàôèêîì îáùåé ëåâî-èíâàðèàíòíîé
1-ôîðìû íà ãðóïïå Îòîáðàæåíèå Ãàóññà äà¼ò îïðåäåëåíèå òàêîãî èíäåêñà
ïåðåñå÷åíèÿ â íåêîìïàêòíîé ñèòóàöèè. Â ýòîé ôîðìå Òåîðåìà 1.1 î÷åíü
ïîõîæà íà õîðîøî èçâåñòíóþ òåîðåìó Êàøèâàðû îá èíäåêñå, êîòîðàÿ âû-
ïîëíÿåòñÿ äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Òåîðåìà 1.1 ñâÿçûâàåò äâå ãåîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòà ïó÷êà: ýéëåðî-
âó õàðàêòåðèñòèêó è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòà
ñâÿçü ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îöåíêè îäíîãî èç ýòèõ èíâàðèàíòîâ,
åñëè âòîðîé èçâåñòåí (ñì. Ñëåäñòâèå 1.3). Ýòî îñîáåííî õîðîøî ðàáîòàåò,
åñëè ïó÷îê F � èçâðàù¼ííûé (ñì. Ñëåäñòâèå 1.2). Â ýòîì ñëó÷àå êðàòíî-
ñòè cα õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà íåîòðèöàòåëüíû.
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Òåîðåìà 1.1 ïðåäîñòàâëÿåò èíñòðóìåíò äëÿ êëàññèôèêàöèè èçâðàù¼í-
íûõ ïó÷êîâ, ýêâèâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ, ñ
çàäàííîé ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé. Íàïðèìåð, åñëè ýéëåðîâà õàðàêòå-
ðèñòèêà ìàëà, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë íå ìîæåò èìåòü êîìïîíåíò
ñ áîëüøîé ãàóññîâîé ñòåïåíüþ. Ýòî äà¼ò íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå îãðà-
íè÷åíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë. Îäèí èç ìîèõ ïëàíîâ íà áóäóùåå
� èçó÷èòü ãåîìåòðèþ ïîäìíîãîîáðàçèé ñ äàííîé ãàóññîâîé ñòåïåíüþ è
äàòü ãåîìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå èçâðàù¼ííûõ ïó÷êîâ ñ äàííîé ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêîé. Ìåíÿ îñîáåííî èíòåðåñóþò èçâðàù¼ííûå ïó÷êè ñ ýéëå-
ðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé 1. Êîãäà G � êîìïëåêñíûé òîð, òàêèå ïó÷êè (åñëè
îíè íåïðèâîäèìû) ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ êîìïëåêñàìè ðåøåíèé îáîáù¼í-
íûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì [11]. Íåïðèâîäèìûå ãèïåðïîâåðõíîñòè â
(C∗)n ãàóññîâîé ñòåïåíè 1 ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ äèñêðèìèíàíòíûìè ãè-
ïåðïîâåðõíîñòÿìè îáîáù¼ííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé [19].

Òåîðåìà 1.1 òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè
ñíèçó íà ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó èçâðàù¼ííîãî ïó÷êà. Â ÷àñòíîñòè, ïî-
ñêîëüêó ãàóññîâà ñòåïåíü âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ,
Òåîðåìà 1.1 ñðàçó äà¼ò òàêîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.2. [27] Åñëè F èçâðàù¼ííûé ïó÷îê ýêâèâàðèàíòíûé îò-
íîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ, òî åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
íåîòðèöàòåëüíà.

Â ñëó÷àå, êîãäà G � êîìïëåêñíûé òîð, ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàëè Ô.
Ëîåçåð è Ñ. Ñàááà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè D-ìîäóëåé [33]. Äðóãîå äî-
êàçàòåëüñòâî äàëè Î. Ãàááåð è Ô. Ëîåçåð äëÿ l-àäè÷åñêèõ èçâðàù¼ííûõ
ïó÷êîâ [11]. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû èç ðåçóëüòàòà
À. Áðàâåðìàíà ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò äëÿ ñïåöèàëüíîãî êëàññà ïó÷êîâ
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ýêâèâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ [1].
Ãëàâíûé ïðèìåð èçâðàùåííîãî ïó÷êà äà¼òñÿ ñäâèíóòûì êîìïëåêñîì

öåïåé Ãîðåñêè-ÌàêÔ¼ðñîíà íà çàìêíóòîì ïîäìíîãîîáðàçèè X ⊂ G. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî X èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ.
Òîãäà Ñëåäñòâèå 1.2 ãîâîðèò, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ
X, ïîñ÷èòàííàÿ ñ ïîìîùüþ êîãîìîëîãèé Ãîðåñêè-ÌàêÔ¼ðñîíà èìååò çíàê
(−1)dimX (èç-çà ñäâèãà).

Ýêâèâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ïó÷êè, åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþùèå â òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé èíîãäà èìåþò
î÷åíü ñïåöèàëüíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû. Íàïðèìåð, ýòî èìååò ìå-
ñòî äëÿ õàðàêòåðíûõ ïó÷êîâ, ââåä¼ííûõ Ëþñòèãîì [36]. Äëÿ õàðàêòåðíûõ
ïó÷êîâ, Òåîðåìà 1.1 íåìåäëåííî äà¼ò, ÷òî èõ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ðàâ-
íà íóëþ. ß òàêæå äîêàçàëà ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ýòîãî êëàññè÷åñêîãî
ðåçóëüòàòà.

Ñëåäñòâèå 1.3. Åñëè íîñèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà ïó÷êà F
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó íåïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, òî ýé-
ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïó÷êà F ðàâíà íóëþ.

Òåîðåìà 1.1, ñôîðìóëèðîâàííàÿ äëÿ ñòðàòèôèöèðîâàííîãî ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ X ⊂ G, ñâÿçûâàåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ìíîãîîáðàçèÿ
X ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé êîìïëåêñíûõ ëèíêîâ ê ñòðàòàì. Ïóñòü
X =

⊔
Xα � ñòðàòèôèêàöèÿ Óèòíè ïîäìíîãîîáðàçèÿ X. Îáîçíà÷èì çà

eα ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó êîìïëåêñíîãî ëèíêà ê ñòðàòó Xα. Ýòî ÷èñëî
èçìåðÿåò îñîáîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ X âäîëü ñòðàòà Xα. Íàïðèìåð, åñëè
Xα ñîäåðæèò òîëüêî íåîñîáûå òî÷êè ïîäìíîãîîáðàçèÿ X, òî eα ðàâíî 1.
Åñëè Xα îòêðûòî è ïëîòíî â X, ïîëîæèì eα = 0
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Ñëåäñòâèå 1.4. Åñëè X ⊂ G � çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå èíâàðèàíò-
íîå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ, òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýéëåðî-
âà õàðàêòåðèñòèêà ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíà òàêèì
îáðàçîì

χ(X) =
∑

(−1)dimXα(1− eα)gdeg(Xα).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X ãëàäêî, òî χ(X) = (−1)dimXgdeg(X), ÷òî ÿâëÿ-
åòñÿ íåêîìïàêòíûì àíàëîãîì òåîðåìû Ãàóññà-Áîííå. Ýòî òàêæå íàïîìè-
íàåò êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Õîïôà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà êîìïàêòíîãî îðèåíòèðóåìîãî C∞-ìíîãîîáðàçèÿ M ðàâíà
(−1)dimM óìíîæèòü íà ÷èñëî íóëåé îáùåé 1-ôîðìû íà M , ïîñ÷èòàííûõ
ñî çíàêàìè.

Êëàññû ×åðíà è ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ãèïåðïëîñêîãî ñå÷å-
íèÿ. Âî âòîðîé ÷àñòè ìîåé äèññåðòàöèè ÿ ñòðîþ íåêîìïàêòíûå àíàëî-
ãè êëàññîâ ×åðíà äëÿ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï è èñïîëüçóþ èõ â ñëåäóþùåé
çàäà÷å. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå π : G → End(V ) ðå-
äóêòèâíîé ãðóïïû G íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Çàäà÷à � íàéòè ýé-
ëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó χ(π) îáùåãî ãèïåðïëîñêîãî ñ÷åíèÿ îáðàçà π(G) â
ïðîñòðàíñòâå End(V ). Ýòà çàäà÷à òåñíî ñâÿçàíà ñ îáîáù¼ííûìè ãèïåðãåî-
ìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Äàâàéòå îáñóäèì ýòó ñâÿçü.

Îáîáù¼ííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ìîãóò áûòü îïèñàíû êàê
ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ ãîëîíîìíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè ðåäóêòèâíûõ ãðóïï. Äëÿ êîì-
ïëåêñíîãî òîðà, òàêèå ñèñòåìû èçó÷àëè È. Ãåëüôàíä, Ì. Êàïðàíîâ, À.
Çåëåâèíñêèé. Ïîçæå Êàïðàíîâ îïðåäåëèëè èõ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåäóê-
òèâíûõ ãðóïï. [20]. Êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå π : G → End(V ) ðå-
äóêòèâíîé ãðóïïû G íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
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ñåìåéñòâî òàêèõ ñèñòåì. Ïóñòü D � îáùàÿ ñèñòåìà èç ýòîãî ñåìåéñòâà. Â
ñëó÷àå òîðà, ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû D ðàâíî ñòåïå-
íè deg(π) îáðàçà ãðóïïû G â End(V ) [13]. Äëÿ äðóãèõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï
âîïðîñ îòêðûò.

Îäíà èç ãëàâíûõ ÷åðò îáîáù¼ííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé �
ïðåäñòàâèìîñòü èíòåãðàëàìè Ýéëåðà. Íàïðèìåð, äëÿ êëàññè÷åñêèõ ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ýòî ïîçâîëÿåò íàì ïîñòðîèòü ãëîáàëüíûå ðåøå-
íèÿ è íàéòè ãðóïïó ìîíîäðîìèè. Â ñëó÷àå òîðà, ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû D, ïðåäñòàâèìûõ èíòåãðàëàìè Ýéëåðà, ðàâíî ñ
òî÷íîñòüþ äî çíàêà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå χ(π) îáùåãî ãèïåðïëîñêî-
ãî ñå÷åíèÿ îáðàçà π(G) â ïðîñòðàíñòâå End(V ). Â ñëó÷àå òîðà, òîæäåñòâî
|χ(π)| = deg(π) äà¼ò, ÷òî ýéëåðîâû èíòåãðàëû ïîðîæäàþò ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ðåøåíèé [14, 12]. Êàæåòñÿ, ÷òî äëÿ äðóãèõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï ìîæ-
íî ïîñòðîèòü â òî÷íîñòè |χ(π)| ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ Ýéëåðà,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå D. Òàêèì îáðàçîì, î÷åíü èíòåðåñíî áûëî áû
íàéòè ýòî ÷èñëî è ñâÿçàòü åãî ñ ÷èñëîì âñåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøå-
íèé.

Äðóãàÿ ìîòèâèðîâêà ïðèõîäèò èç êðàñèâîé ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ χ(π),
â ñëó÷àå êîãäà G � êîìïëåêñíûé òîð. Â ýòîì ñëó÷àå ýéëåðîâà õàðàê-
òåðèñòèêà χ(π) ðàâíà (−1)dimG−1 · deg(π) [24]. Ñòåïåíü deg(π) äîïóñêàåò
èçÿùíîå êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ÷åðåç îáú¼ì âåñîâîãî ìíîãîãðàííèêà
ïðåäñòàâëåíèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèíàäëåæèò ê ñåðèè òåîðåì, äîêàçàííûõ
Ä.Áåðíøòåéíîì, À. Êóøíèðåíêî è À. Õîâàíñêèì. Îíè âûðàçèëè íåêîòî-
ðûå èíâàðèàíòû ãèïåðïîâåðõíîñòåé â (C∗)n â òåðìèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï åäèí-
ñòâåííûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè � ïîõîæåå êîìáèíàòîðíîå îïè-
ñàíèå èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ íåñêîëüêèõ ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé, ïîëó÷åííîå
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Á. Êàçàðíîâñêèì [23] è Ì. Áðèîíîì [2]. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò âû-
÷èñëèòü ñòåïåíü deg(π) (êîòîðóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíäåêñ ñàìî-
ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ). Èíòåðåñíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýòîãî ðå-
çóëüòàòà ÷åðåç îáú¼ì ìíîãîãðàííèêà Ãåëüôàíäà�Öåòëèíà áûëà ïîëó÷åíà
À. Îêóíüêîâûì [38, 39].

Äëÿ äðóãèõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà óæå íå ðàâíà
ñòåïåíè. Äàæå äëÿ SL2(C) îòâò óæå ñëîæíåå [22]. ß äîêàçàëà ôîðìóëó,
êîòîðàÿ âûðàæàåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó χ(π) ÷åðåç ñòåïåíè íåêîòîðûõ
èíòåðåñíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé ãðóïïû G (ñì. Òåîðåìó 1.5).

Ïûòàÿñü âû÷èñëèòü ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ÿ îáíàðóæèëà àíàëîãè
êëàññîâ ×åðíà ðåäóêòèâíîé ãðóïïû. ×òîáû èõ ïîñòðîèòü ÿ ðàññìîòðåëà
ñôåðè÷åñêîå äåéñòâèå ãðóïïû G×G íà ãðóïïå G ëåâûìè è ïðàâûìè óìíî-
æåíèÿìè. Ýòî äåéñòâèå äà¼ò åñòåñòâåííûé êëàññ ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïî-
ëåé íà G, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ÿ îïðåäåëÿþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si äâîé-
ñòâåííûå �êëàññàì ×åðíà�. Îáîçíà÷èì çà n è k ðàçìåðíîñòü è ðàíê ãðóï-
ïû G, ñîîòâåòñòâåííî. Ìîÿ êîíñòðóêöèÿ ïîâòîðÿåò îáû÷íóþ êîíñòðóêöèþ
êëàññîâ ×åðíà ÷åðåç öèêëû âûðîæäåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé. Íàïðèìåð, ãè-
ïåðïîâåðõíîñòü S1 ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, ãäå n âåêòîðíûõ ïîëåé ëèíåéíî
çàâèñèìû, S2 ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê, ãäå ïåðâûå (n− 1) âåêòîðíîå ïîëå ëè-
íåéíî çàâèñèìû è ò.ä. ß äîêàçàëà, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå Si íåïóñòî òîëüêî
åñëè i ≤ n − k. Ê ïðèìåðó, åñëè G � òîð, òî âñå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si ïó-
ñòû. Â ðåäóêòèâíîì ñëó÷àå, ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si îòâå÷àþò çà ðàñõîæäåíèå
ìåæäó ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé è ñòåïåíüþ. À èìåííî, âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùèé àíàëîã ôîðìóëû ïðèñîåäèíåíèÿ. Ïîëîæèì S0 = G.
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Òåîðåìà 1.5. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(π) îáùåãî ãèïåðïëîñêîãî ñå-
÷åíèÿ ðàâíà çíàêîïåðåìåííîé ñóììå ñòåïåíåé ïîäìíîãîîáðàçèé π(Si):

χ(π) =
n−k∑
i=0

(−1)n−i−1deg π(Si).

ßñíî, ÷òî åñëè G � òîð, òî îñòà¼òñÿ òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ñóììå,
è ôîðìóëà äà¼ò ïðàâèëüíûé îòâåò.

Ôîðìóëà èç Òåîðåìû 1.5 î÷åíü ïîõîæà íà ôîðìóëó ïðèñîåäèíåíèÿ,
êîòîðàÿ âûðàæàåò êëàññ Ýéëåðà äèâèçîðà íà êîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè
÷åðåç êëàññû ×åðíà ìíîãîîáðàçèÿ. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, åñòü ñâÿçü ìåæäó
ïîäìíîãîîáðàçèÿìè Si è êëàññàìè ×åðíà ýêâèâàðèàíòíûõ êîìïàêòèôèêà-
öèé ãðóïïû G1.

ß òàêæå îïðåäåëÿþ êëàññû ×åðíà äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íà
G, ýêâèâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G×G (êàñàòåëüíîå ðàñ-
ñëîåíèå � ïðèìåð òàêîãî ðàññëîåíèÿ). Èõ êîíñòðóêöèÿ ïîëíîñòüþ àíàëî-
ãè÷íà êîíñòðóêöèè óïîìÿíóòîé âûøå. Îíà äà¼ò êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûå
ýëåìåíòû â êîëüöå óñëîâèé ãðóïïû G, ââåä¼ííîì Äå Êîí÷èíè è Ïðî÷åçè
[5, 3]. Ýòî êîëüöî � àíàëîã êîëüöà êîãîìîëîãèé, è áûëî ïåðâîíà÷àëüíî
ñîçäàíî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè.

Èíòåðåñíàÿ çàäà÷à � íàéòè ÿâíûé êîìáèíàòîðíûé îòâåò äëÿ ñòåïåíåé
êëàññîâ ×åðíà â äóõå òåîðåìû Áðèîíà�Êàçàðíîâñêîãî2. Ïîêà ìíå óäàëîñü

1Ïðèìå÷àíèå àâòîðà, äîáàâëåííîå ïðè ïåðåâîäå: Óæå ïîñëå çàùèòû äèññåðòàöèè, â
ðàáîòå [28] ÿ îáîáùèëà ôîðìóëó ïðèñîåäèíåíèÿ èç Òåîðåìû 1.5 ñ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
íà ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè, èñïîëüçóÿ ýòó ñâÿçü.

2Ïðèìå÷àíèå àâòîðà, äîáàâëåííîå ïðè ïåðåâîäå: Â ðàáîòå [29] ìíîþ áûëè ïîëó÷åíû
ÿâíûå êîìáèíàòîðíûå ôîðìóëû äëÿ ñòåïåíåé êëàññîâ ×åðíà ÷åðåç âåñîâûå ìíîãîãðàí-
íèêè. Â ñî÷åòàíèè ñ äîêàçàííîé ìíîþ ðàíåå ôîðìóëîé ïðèñîåäèíåíèÿ [28], ýòî ïîçâî-
ëèëî ìíå ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëíûõ ïåðåñå÷åíèé
ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè â ïðîèçâîëüíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïå, îáîáùàþùóþ àíàëî-
ãè÷íûå ôîðìóëû Áåðíøòåéíà�Êóøíèðåíêî�Õîâàíñêîãî (ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ â êîì-
ïëåêñíîì òîðå) è ôîðìóëó Áðèîíà�Êàçàðíîâñêîãî (íóëü-ìåðíûå ïîëíûå ïåðåñå÷åíèÿ
â ïðîèçâîëüíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïå). Â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ÿ çàíèìàþñü äàëüíåéøèì
îáîáùåíèåì òåîðèè ìíîãîãðàííèêîâ Íüþòîíà íà ðåäóêòèâíûå ãðóïïû [30, 31]
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íàéòè ñòåïåíè ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî (íåòðèâèàëüíîãî) êëàññà ×åðíà.



Ãëàâà 2

Òåîðåìà Ãàóññà-Áîííå äëÿ
êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷êîâ íà
ðåäóêòèâíûõ ãðóïïàõ

2.1 Ââåäåíèå

Â ýòîé ãëàâå, ìû äîêàæåì àíàëîã ôîðìóëû Ãàóññà-Áîííå äëÿ êîíñòðóêòèâ-
íûõ ïó÷êîâ íà ðåäóêòèâíûõ ãðóïïàõ. Ýòà ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ
êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷êîâ, ýêâèâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî
äåéñòâèÿ, è âûðàæàåò ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ïó÷êà ÷åðåç åãî õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé öèêë. Êàê ñëåäñòâèå ìû ïîëó÷èì, ÷òî åñëè èçâðàù¼ííûé
ïó÷îê íà ðåäóêòèâíîé ãðóïïå ýêâèâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼í-
íîãî äåéñòâèÿ, òî åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íåîòðèöàòåëüíà.

Òåïåðü ìû äàäèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, à ïîòîì ñôîðìóëèðóåì ãëàâ-
íûé ðåçóëüòàò.

Â äàëüíåéøåì, ïîä êîíñòðóêòèâíûì êîìïëåêñîì ìû âñåãäà áóäåì

10
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èìåòü â âèäó îãðàíè÷åííûé êîìïëåêñ ïó÷êîâ C-âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
ïó÷êè êîãîìîëîãèé êîòîðîãî êîíñòðóêòèâíû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé êî-
íå÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ñòðàòèôèêàöèè (ñì. [21]). Äëÿ ëþáîãî êîíñòðóê-
òèâíîãî êîìïëåêñà F íà ãëàäêîì êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè X ìîæíî
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû: ãëîáàëüíóþ ýéëåðî-
âó õàðàêòåðèñòèêó χ(X,F) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë CC(F).

Ãëîáàëüíàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(X,F) îïðåäåëåíà êàê ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà êîìïëåêñà ãðóïï êîãîìîëîãèé H i(X,F). Ïîñëåäíèå ïîëó-
÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðîèçâîäíîãî ôóíêòîðà ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ê ïó÷êó
F (ñì. [21]).

Ñóùåñòâóåò ìîðôèçì èç ïðîèçâîäíîé êàòåãîðèè êîíñòðóêòèâíûõ êîì-
ïëåêñîâ íà ãëàäêîì êîìïëåêñíîì ìíîãîîáðàçèè X â ãðóïïó ëàãðàíæåâûõ
öèêëîâ â êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè T∗X (ñì. [21, Section 9.4]). Õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé öèêë CC(F) êîíñòðóêòèâíîãî êîìïëåêñà F � ýòî îáðàç
êîìïëåêñà F ïðè òàêîì ìîðôèçìå.

Êîíñòðóêòèâíûé êîìïëåêñ F íà X íàçûâàåòñÿ èçâðàù¼ííûì ïó÷êîì,
åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì. Âî-ïåðâûõ, ëîêàëüíûå êî-
ãîìîëîãèè H i(Fx) èìåþò íîñèòåëü ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå ÷åì −i. Âî-
âòîðûõ, ëîêàëüíûå êîãîìîëîãèè H i

c(Fx) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èìåþò
íîñèòåëü ðàçìåðíîñòè íå áîëüøå ÷åì i [21, 18, 35].

Òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì ãëàâíûå ðåçóëüòàòû. Ïóñòü G � ïðîèçâîëü-
íàÿ êîìïëåêñíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, è ïóñòü F � êîíñòðóêòèâíûé êîì-
ïëåêñ íà G. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë ïó÷êà F ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîì-
áèíàöèåé ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé CC(F) =

∑
cαT∗

Xα
G. Çäåñü è

äàëåå, çà T∗
XG îáîçíà÷èì çàìûêàíèå êîíîðìàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà ìíî-

æåñòâå ãëàäêèõ òî÷êàõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ G. Ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì
X ìîæíî ñâÿçàòü íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî gdeg(X), íàçûâàåìîå ãàóññîâîé
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ñòåïåíüþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ X. Îíî ðàâíî ÷èñëó íóëåé îáùåé ëåâîèíâà-
ðèàíòíîé äèôôåðåíöèàëüíîé 1-ôîðìû íà G, îãðàíè÷åííîé íà X. Òî÷íîå
îïðåäåëåíèå ãàóññîâîé ñòåïåíè è îòîáðàæåíèÿ Ãàóññà äàíû â ðàçäåëå 2.2.

Òåîðåìà 2.1. Åñëè F ýêâèâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî
äåéñòâèÿ ãðóïïû G, òî åãî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ìîæåò áûòü âû-
÷èñëåíà â òåðìèíàõ åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà ïî ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëå:

χ(G,F) =
∑

cαgdeg(Xα).

Äëÿ èçâðàù¼ííîãî ïó÷êà, êðàòíîñòè cα åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà
íåîòðèöàòåëüíû [15]. Ãàóññîâû ñòåïåíè ïîäìíîãîîáðàçèé Xα òàêæå íåîò-
ðèöàòåëüíû ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ, ñì. íèæå. Ïîýòîìó Òåîðåìà 2.1 íåìåä-
ëåííî äà¼ò òàêîå âàæíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè F � èçâðàù¼ííûé ïó÷îê, ýêâèâàðèàíòíûé îòíî-
ñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, òî åãî ýéëåðîâà õàðàêòå-
ðèñòèêà íåîòðèöàòåëüíà.

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü CX � ïîñòîÿííûé ïó÷îê íà ïîäìíîãîîáðàçèè X ⊂
G, ïðîäîëæåííûé íóë¼ì íà G. Ïðèìåíÿÿ âûøåèçëîæåííûå ðåçóëüòàòû ê
ýòîìó ïó÷êó, ìû ïîëó÷àåì òàêîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè X ⊂ G çàìêíóòîå ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, òî χ(X) =

(−1)dimXgdeg(X). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî (−1)dimXχ(X) íåîòðèöàòåëüíî.

Äåéñòâèòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë ïó÷êà CX coincides with
(−1)dimXT∗

XG. Åñòü àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè
ëþáîãî çàìêíóòîãî (íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêîãî) ïîäìíîãîîáðàçèÿ, èíâàðè-
àíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ (Ñëåäñòâèå 2.18).
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Äðóãîå ñëåäñòâèå äîêàçûâàåò îáðàùåíèå â íóëü ýéëåðîâîé õàðàêòåðè-
ñòèêè ïó÷êà F â ñëó÷àå, êîãäà íîñèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà ïó÷êà
F ëåæèò âî ìíîæåñòâå íåïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G (Ñëåäñòâèå
2.19). Íàïðèìåð, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû õàðàêòåðíûõ ïó÷êîâ Ëþñòè-
ãà óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó ñâîéñòâó.

Â ñëó÷àå, êîãäà G = (C∗)n � òîð, Ñëåäñòâèå 2.2 âïåðâûå äîêàçàëè Ô.
Ëîåçåð è Ñ. Ñàááà [33], äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî äàëè Î. Ãàááåð è Ô. Ëîå-
çåð [11]. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï, À. Áðàâåðìàí äîêà-
çàë íåîòðèöàòåëüíîñòü ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà
Ad G-ýêâèâàðèàíòíûõ l-àäè÷åñêèõ ïó÷êîâ â êîíå÷íîé õàðàêòåðèñòèêå [1].
Íàä êîìïëåêñíûì ïîëåì åãî ðåçóëüòàò äà¼ò Ñëåäñòâèå 2.2 â ñëó÷àå, êîãäà
èçâðàù¼ííûé ïó÷îê ñîâïàäàåò ñî ñâîèì ïðîäîëæåíèåì Äåëèíÿ-Ãîðåñêè-
ÌàêÔ¼ðñîíà ñî ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G.

Òåîðåìà 2.1 áûëà äîêàçàíà â òîðè÷åñêîì ñëó÷àå É. Ôðàíåöêèì è Ì.
Êàïðàíîâûì [8]. Ôîðìóëà èç Òåîðåìû 2.1 âåðíà äëÿ âñåõ êîíñòðóêòèâíûõ
ïó÷êîâ íà òîðå. Îäíàêî, îíà ïåðåñòà¼ò áûòü âåðíîé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïó÷-
êîâ íà íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïå. Åñòü ïðîñòîé êîíòðïðè-
ìåð [8] (ñì. òàêæå ðàçäåë 2.2). Êàïðàíîâ âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî ôîðìó-
ëà îñòà¼òñÿ âåðíîé äëÿ êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷êîâ íà ðåäóêòèâíûõ ãðóïïàõ,
åñëè ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ïó÷êè, ýêâèâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðèñî-
åäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ. ß äîêàçàëà ýòó ãèïîòåçó [27].

Ãëàâíûé øàã â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 2.1 � ñâåñòè çàäà÷ó ê ñëó-
÷àþ ìàêñèìàëüíîãî òîðà T ⊂ G. Ïîñêîëüêó ïó÷îê F ÿâëÿåòñÿ Ad G-
ýêâèâàðèàíòíûì, îí êîíñòðóêòèâåí ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ñòðàòè-
ôèêàöèè Óèòíè S ñ Ad G-èíâàðèàíòíûìè ñòðàòàìè. Â ðàçäåëå 2.3 ìû
äîêàæåì, ÷òî ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñòðàòà X ∈ S ñîâïàäàåò ñ ýéëåðî-
âîé õàðàêòåðèñòèêîé ïåðåñå÷åíèÿ X ∩ T . Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïó÷îê F ,
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îãðàíè÷åííûé íà ìàêñèìàëüíûé òîð T , èìååò òó æå ýéëåðîâó õàðàêòåðè-
ñòèêó ÷òî è F . Â ðàçäåëå 2.2 ìû íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû îá ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêå íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà. Â ðàçäåëå 2.4 ìû äîêà-
æåì, ÷òî ãàóññîâû ñòåïåíè ïîäìíîãîîáðàçèé X è X ∩ T ñîâïàäàþò.

×òîáû ðàáîòàòü ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì öèêëîì ìû èñïîëüçóåì ôîðìó-
ëó Äàáñîíà-Êàøèâàðû îá èíäåêñå, êîòîðàÿ âûðàæàåò êðàòíîñòè cα ÷å-
ðåç ëîêàëüíóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ïó÷êà F âäîëü êàæäîãî ñòðàòà è
íåêîòîðóþ òîïîëîãè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò ñòðàòèôè-
êàöèè (ðàçäåë 2.2). Ýòà èíôîðìàöèÿ äà¼òñÿ ýéëåðîâûìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì êîìïëåêñíûõ ëèíêîâ. Â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî
âûáðàòü êîìïëåêñíûé ëèíê òàê, ÷òîáû îí áûë èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèÿ íåêîòîðîãî êîìàêòíîãî òîðà, è òàêèì îáðàçîì óïðîñòèòü âû÷èñ-
ëåíèå åãî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè. Ýòîò ïîäõîä çàèìñòâîâàí èç [6]. Â
ðàçäåëå 2.5 ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñòðàòà Xβ ∈ S è ëþáîãî ïîëó-
ïðîñòîãî ñòðàòà Xα ∈ S, òàêîãî ÷òî Xα ⊂ Xβ, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì èõ êîìïëåêñíîãî ëèíêà ñîâïàäàåò ñ ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêîé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì êîìïëåêñíîãî ëèíêà ñòðàòîâ
Xα ∩ T è Xβ ∩ T . Ýòî ïîçâîëÿåò ñìîòðåòü íà ôîðìóëó èç Òåîðåìû 2.1 êàê
íà òàêóþ æå ôîðìóëó äëÿ îãðàíè÷åíèÿ ïó÷êà F íà T (ðàçäåë 2.6). Çàòåì
ìû ïðèìåíÿåì ðåçóëüòàò èç [8].

2.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ãàóññîâà ñòåïåíü. Ñåé÷àñ ìû îïðåäåëèì (ëåâîå) îòîáðàæåíèå Ãàóññà è
ãàóññîâó ñòåïåíü. Ìàòåðèàëû ýòîãî ïîäðàçäåëà âçÿòû èç [8]. Äîïîëíèòåëü-
íûå ïîäðîáíîñòè ìîæíî íàéòè â [8, 7].

Ïóñòü G � êîìïëåêñíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà ñ àëãåáðîé Ëè g, è
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ïóñòü X � ïîäìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè k â ãðóïïå. Îáîçíà÷èì çà G(k, g)

ãðàññìàííèàí k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â g. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ G,
åñòü åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì ìåæäó êàñàòåëüíûìè ïðîñòðàíñòâàìè TxG

è g, çàäàííûé óìíîæåíèåì ñëåâà íà x−1:

Lx : y 7→ x−1y; dxLx : TxG → g.

Ëåâîå îòîáðàæåíèå Ãàóññà ΓX : X → G(k, g) îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

ΓX(x) = dxLx(TxX).

Îòîáðàæåíèå Ãàóññà ðàöèîíàëüíî è ðåãóëÿðíî íà ìíîæåñòâå ãëàäêèõ òî-
÷åê Xsm ïîäìíîãîîáðàçèÿ X. Åñëè X � ãèïåðïîâåðõíîñòü, òî ΓX îòîáðà-
æàåò X â P(g∗), òî åñòü â ìíîãîîáðàçèå òîé æå ðàçìåðíîñòè, ÷òî è X. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû îïðåäåëèì ãàóññîâó ñòåïåíü ïîäìíîãîîáðàçèÿ X êàê ñòå-
ïåíü åãî îòîáðàæåíèÿ Ãàóññà. Ïîä ñòåïåíüþ ðàöèîíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ
X → Y ìû èìååì â âèäó ÷èñëî ïðîîáðàçîâ îáùåé òî÷êè â Y (ñì. [37,
Proposition 3.17]). Â îáùåì ñëó÷àå, ãàóññîâà ñòåïåíü � ýòî ñòåïåíü ðàöè-
îíàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Γ̃X : X̃ → P(g∗), ãäå X̃ è Γ̃X îïðåäåëÿþòñÿ òàê.
Ìíîãîîáðàçèå X̃ � ðàññëîåíèå íàä Xsm, ñëîé êîòîðîãî â òî÷êå x ñîñòîèò
èç âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé â g, ñîäåðæàùèõ ïîäïðîñòðàíñòâî ΓX(x), òî åñòü
X̃ = {(x, y) ∈ Xsm × P(g∗) : ΓX(x) ⊂ y}. Òîãäà Γ̃X(x, y) = y. Çàìåòèì,
÷òî X̃ è P(g∗) èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðíîñòè. Èç îïðåäåëåíèÿ ÿñíî, ÷òî
ãàóññîâà ñòåïåíü � áèðàöèîíàëüíûé èíâàðèàíò ïîäìíîãîîáðàçèÿ.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå îïèñàíèå ãàóññîâîé ñòå-
ïåíè. Ïóñòü ω � îáùàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà
íà G (äëÿ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï ìû îïðåäåëèì îáùóþ 1-ôîðìó ÿâíî â ðàç-
äåëå 2.4). Íàçîâ¼ì òî÷êó x ∈ X íóë¼ì ôîðìû ω, åñëè ω, îãðàíè÷åííàÿ
íà êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxX, òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Òîãäà ëåãêî
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ïðîâåðèòü, ÷òî ãàóññîâà ñòåïåíü ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ðàâíà ÷èñëó íóëåé
ôîðìû ω íà X.

Êîíòðïðèìåð. Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2.1 ïå-
ðåñòà¼ò áûòü âåðíûì, åñëè îïóñòèòü ëèáî ïðåäïîëîæåíèå ýêâèâàðèàíò-
íîñòè îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ, ëèáî ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî
ãðóïïà G ðåäóêòèâíà. Ñëåäóþùèé êîíòðïðèìåð âçÿò èç [8]. Ëþáàÿ íåêîì-
ìóòàòèâíàÿ êîìïëåêñíàÿ ëèíåéíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà G ñîäåðæèò
ïîäãðóïïó X èçîìîðôíóþ àôôèííîìó ïðîñòðàíñòâó Ck äëÿ íåêîòîðîãî
k > 0. Íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü ìàêñèìàëüíóþ óíèïîòåíòíóþ ïîäãðóïïó.
Èç îïðåäåëåíèÿ ãàóññîâîé ñòåïåíè ñëåäóåò, ÷òî ãàóññîâà ñòåïåíü ëþáîé
ïîäãðóïïû ïîëîæèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, îá-
ùàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ 1-ôîðìà íà G, îãðàíè÷åííàÿ íà ïîäãðóïïó, ñîâïà-
äàåò ñ íåíóëåâîé ëåâî-èíâàðèàíòíîé 1-ôîðìîé íà ýòîé ïîäãðóïïå. Ïîýòî-
ìó, îíà íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî, gdeg(X) = 0, íî ïðè
ýòîì ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ðàâíà 1.

Åñëè G íå ðåäóêòèâíà, òî ïîäãðóïïó X ñ âûøåíàçâàííûì ñâîéñòâîì
ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíà áûëà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðèñî-
åäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ. À èìåííî, ðàäèêàë ãðóïïû G â ýòîì ñëó÷àå íå äèà-
ãîíàëèçóåì, ïîýòîìó ìàêñèìàëüíàÿ óíèïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà ðàäèêàëà íå
òðèâèàëüíà. Îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ.

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà. Ïóñòü T � òîð (ýòî ìîæåò áûòü êàê êîì-
ïëåêñíûé òîð (C∗)n, òàê è êîìïàêòíûé òîð (S1)n). Ðàññìîòðèì åãî ëèíåé-
íîå àëãåáðàè÷åñêîå äåéñòâèå íà CN , è ðàññìîòðèì ëîêàëüíî çàìêíóòîå
ïîëóàëãåáðàè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî X ⊂ CN , èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî
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ýòîãî äåéñòâèÿ. Ïóñòü XT ⊂ X � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Â äàëü-
íåéøåì, χ îáîçíà÷àåò îáû÷íóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó,
à χc � ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó, ïîñ÷èòàííóþ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîãîìî-
ëîãèé ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Ñëåäóþùèé ïðîñòîé è õîðîøî èçâåñòíûé
ôàêò áóäåò â ïîñëåäóþùåì èãðàòü êëþ÷åâóþ ðîëü.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïðîñòðàíñòâà X è XT èìåþò îäíó è òóæå ýéëå-
ðîâó õàðàêòåðèñòèêó ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì

χc(X) = χc(XT ). ¤

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå òàêæå õîðîøî èçâåñòíî, íî àâòîð íå ñìîã íàé-
òè ïîäõîäÿùåé ññûëêè, ïîýòîìó ïðèâîäèò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü X � êîìïëåêñíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðà-
çèå, òîãäà χc(X) = χ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèâ Ïðåäëîæåíèå 2.6 ê ïîñòîÿííîìó ïó÷êó CX è
èñïîëüçóÿ àääèòèâíîñòü ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ êîìïàêòíûì íîñè-
òåëåì, ìîæíî âûâåñòè ýòî òîæäåñòâî èç ñëåäóþùåãî ôàêòà. Äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ X ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì äîñòà-
òî÷íî ìàëåíüêîé îòêðûòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ðàâíà 1. ×òîáû äîêàçàòü
ýòîò ôàêò, ìû èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ðàçìåðíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ X.

Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x âëîæåíà â CN .
Âîçüì¼ì îáùóþ ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ f on X, òàêóþ ÷òî f(x) = 0, è
îòêðûòóþ îêðåñòíîñòü C = f−1(D) ∩B, ãäå D ⊂ C � äîñòàòî÷íî ìàëåíü-
êèé îòêðûòûé äèñê ñ öåíòðîì â 0, à B ⊂ CN � äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé
øàð ñ öåíòðîì â x. Òîãäà f : C \ f−1(0) → D \ {0} � ðàññëîåíèå (ñì. [16,
Ðàçäåë 2.4]). Òîãäà χc(C \ f−1(0)) = 0, è χc(C) = χc(f−1(0)). Ðàìåðíîñòü
ñëîÿ f−1(0) óæå ìåíüøå ÷åì ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ X.
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Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïó÷êîâ. Ìû òåïåðü íàïîìíèì ôîðìóëó
äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè êîíñòðóêòèâíûõ ïó÷êîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ.
Ïóñòü X ⊂ CN � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, è ïóñòü F � êîíñòðóêòèâíûé
êîìïëåêñ íà X. Ñ êàæäîé òî÷êîé x ∈ X ìîæíî ñâÿçàòü ëîêàëüíóþ ýé-
ëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó χ(Fx) ïó÷êà F â ýòîé òî÷êå (ñì. [21, Ðàçäåë 9.1]).
Òàêèì îáðàçîì, ïî F ìîæíî îïðåäåëèòü êîíñòðóêòèâíóþ ôóíêöèþ χ(F)

íà X ôîðìóëîé χ(F)(x) = χ(Fx).
Åñòü ïîíÿòèå ïðÿìîãî îáðàçà êîíñòðóêòèâíîé ôóíêöèè (ñì. [9] è [21,

Ðàçäåë 9.7]). Ïðÿìîé îáðàç îïðåäåë¼í äëÿ ëþáîãî ìîðôèçìà àëãåáðàè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèé X → Y è êîíñòðóêòèâíîé ôóíêöèè íà X. Ìû èñïîëü-
çóåì áîëåå íàãëÿäíîå îáîçíà÷åíèå

∫
X

f(x)dχ äëÿ ïðÿìîãî îáðàçà ôóíêöèè
f ïðè ìîðôèçìå X → pt, òàê-êàê ïðÿìîé îáðàç ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü
êàê èíòåãðàë ôóíêöèè f ïî ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå [41, 25].

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ãëîáàëüíàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(X,F) =
∑

(−1)iH i(X,F) ðàâíà ñëåäóþùåìó èíòåãðàëó ïî ýéëåðîâîé õàðàêòåðè-
ñòèêå

χ(X,F) =

∫

X

χ(F)dχ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ìû çàôèêñèðóåì êîíå÷íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñòðà-
òèôèêàöèþ X =

⊔
Xα, α ∈ S, òàêóþ ÷òî ôóíêöèÿ χ(F) ïîñòîÿííà âäîëü

êàæäîãî ñòðàòà, ìû ïîëó÷èì

χ(X,F) =
∑
α∈S

χα(F)χc(Xα),

ãäå χα(F) � çíà÷åíèå ôóíêöèè χ(F) â êàêîé-íèáóäü òî÷êå ñòðàòà Xα.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [21, Ðàçäåë 9.7].
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Êîìïëåêñíûå ëèíêè è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå öèêëû. Ìû èñïîëüçó-
åì îáîçíà÷åíèÿ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S � ñòðà-
òèôèêàöèÿ Óèòíè ìíîãîîáðàçèÿ X. Ïóñòü Xα, Xβ, α, β ∈ S � äâà ñòðà-
òà, òàêèå ÷òî Xα ⊂ Xβ. Âûáåðåì òî÷êó a ∈ Xα è ëþáîé íîðìàëüíûé
ñðåç N ⊂ X ê Xα â òî÷êå a. Ðàññìîòðèì ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ l íà
N , òàêóþ ÷òî l(a) = 0, è å¼ äèôôåðåíöèàë dal � îáùèé êîâåêòîð â
êîêàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå T∗

aN (òî åñòü dal ïðèíàäëåæèò íåêîòîðî-
ìó îòêðûòîìó ïëîòíîìó ïîäìíîæåñòâó ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå çà-
âèñèò îò ñòðàòèôèêàöèè S). Ïóñòü h(·, ·) � ýðìèòîâà ìåòðèêà â CN è
B = {x ∈ CN : h(x − a, x − a) ≤ const} � äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèé øàð ñ
öåíòðîì â a.

Îïðåäåëèì êîìïëåêñíûé ëèíê L ñòðàòîâ Xα, Xβ êàê L = B∩l−1(ε)∩Xβ.
Åñëè ðàäèóñ øàðà B äîñòàòî÷íî ìàë, è àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ε äîñòàòî÷-
íî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì, òî ðåçóëüòàò ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåî-
ìîðôèçìà íå çàâèñèò íè îò îäíîãî èç ñäåëàííûõ âûáîðîâ (äîêàçàòåëüñòâî
ñì. â [16, Ðàçäåë 2.3]). Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå e(α, β) òàê æå êàê è
e(Xα, Xβ) äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ëèíêà
L. Ïîëîæèì òàêæå e(α, α) = −1.

Â ðàçäåëå 2.7, ìû òàêæå èñïîëüçóåì ïîíÿòèå ïîëíîãî êîìïëåêñíîãî
ëèíêà ñòðàòà Xα. Â ïðåäûäóùèõ îáîçíà÷åíèÿõ îí îïðåäåëåëÿåòñÿ êàê
B∩ l−1(ε)∩X. Äðóãèìè ñëîâàìè, îí ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîìïëåêñíûõ
ëèíêîâ ñòðàòîâ Xα è Xβ ïî âñåì ñòðàòàì Xβ, ÷ü¼ çàìûêàíèå ñîäåðæèò Xα.
Îáîçíà÷èì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ïîëíîãî êîìïëåêñíîãî ëèíêà ñòðàòà
Xα çà eα.

×èñëà e(α, β) íóæíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíîñòåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
öèêëà CC(F). Êðàòíîñòè ìîæíî âîññòàíîâèòü èç êîíñòðóêòèâíîé ôóíê-
öèè χ(F) ïî ñëåäóþùåé òåîðåìå Äàáñîíà è Êàøèâàðû.
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Òåîðåìà 2.7. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë ïó÷êà F � ýòî ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ ëàãðàíæåâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé T∗

Xα
X, α ∈ S ñ êîýôôèöèåíòàìè

cα = (−1)dimXα+1
∑

Xα⊂Xβ

e(α, β)χβ(F).

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [15, Theorem 8.2].

2.3 Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà èíâàðèàíòíûõ
ïîäìíîãîîáðàçèé

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà íàä C, è ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé
òîð â G. Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå X ⊂ G èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî
ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Ìíîãîîáðàçèÿ X è X∩T èìåþò îäèíàêîâóþ ýéëåðîâó
õàðàêòåðèñòèêó ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Áîëåå òîãî, χ(X) = χ(X∩T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäìíîãîîáðàçèå X èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðèñî-
åäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Â ÷àñòíîñòè, îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-
íî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ìàêñèìàëüíîãî òîðà T . Ìíîæåñòâî GT ⊂ G

íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýòîãî äåéñòâèÿ ñîâïàäàåò ñ T , òàê-êàê öåíòðàëèçàòîð
ìàêñèìàëüíîãî òîðà ñîâïàäàåò ñ ñàìèì ìàêñèìàëüíûì òîðîì. Ïîýòîìó ïî
Ïðåäëîæåíèþ 2.4 ìíîãîîáðàçèÿ X è X∩T èìåþò îäèíàêîâóþ ýéëåðîâó õà-
ðàêòåðèñòèêó ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Êîìáèíèðóÿ ýòî ñ Ïðåäëîæåíèåì
2.5, ïîëó÷àåì ÷òî χ(X) = χ(X ∩ T ).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü X = Oa � îðáèòà ýëåìåíòà a ∈ G ïðè ïðèñîåäèí¼í-
íîì äåéñòâèè ãðóïïû G. Òîãäà èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.8 ñëåäóåò, ÷òî åñëè a

ïîëóïðîñò, òî χ(Oa) ðàâíî ÷èñëó òî÷åê â ïåðåñå÷åíèè Oa ∩ T . Ìû ìîæåì
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âûáðàòü ìàêñèìàëüíûé òîð T , òàêîé ÷òî a ∈ T . Ïîñêîëüêó îðáèòà a ïðè
äåéñòâèè ãðóïïû Âåéëÿ W íà T ñîâïàäàåò ñ Oa ∩ T , ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
χ(Oa) = |W |/|Stab a|, ãäå Stab a ⊂ W � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà a â W .
Åñëè a íå ïîëóïðîñò, òî χ(Oa) = 0.

Ïóñòü F � êîíñòðóêòèâíûé êîìïëåêñ íà G.

Ïðåäëîæåíèå 2.9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F ýêâèâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G. Ïóñòü FT � îãðàíè÷åíèå ïó÷êà F
íà T ⊂ G. Òîãäà F è FT èìåþò îäèíàêîâóþ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó:

χ(G,F) = χ(T,FT ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïó÷êè F è FT èìåþò îäèíàêîâóþ ëîêàëüíóþ ýéëåðî-
âó õàðàêòåðèñòèêó â òî÷êå x ∈ T , ïîñêîëüêó FT � îãðàíè÷åíèå F íà
T . Ïîýòîìó ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(T,FT ) ðàâíà

∫
T

χ(F)dχ ïî Ïðåä-
ëîæåíèþ 2.6. Ôóíêöèÿ χ(F) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî
äåéñòâèÿ ãðóïïû G, è Ïðåäëîæåíèå 2.8 âëå÷¼ò

∫

T

χ(F)dχ =

∫

G

χ(F)dχ.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå χ(G,F) ïî Ïðåäëî-
æåíèþ 2.6.

2.4 Ãàóññîâà ñòåïåíü èíâàðèàíòíûõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèé

Òåïåðü ìû ñðàâíèì ãàóññîâû ñòåïåíè ïîäìíîãîîáðàçèÿ X â G è ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ X∩T â T . ßñíî, ÷òî ãàóññîâà ñòåïåíü k-ìåðíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
ðàâíà ñóììå ãàóññîâûõ ñòåïåíåé åãî k-ìåðíûõ íåïðèâîäèìûõ êîìïîíåíò.
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Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî X íåïðèâîäèìî. Åñòü äâà ñëó÷àÿ:
ìíîæåñòâî âñåõ íåïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ â X èìååò êîðàçìåðíîñòü ëèáî
0, ëèáî ïî êðàéíåé ìåðå 1. Â äàëüíåéøåì ìû äîêàæåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó-
÷àå gdeg(X) = 0, à âî âòîðîì ñëó÷àå gdeg(X) = gdeg(X ∩T ). Â ÷àñòíîñòè,
ãàóññîâà ñòåïåíü ëþáîé îðáèòû Oa ⊂ G ñîâïàäàåò ñ ãàóññîâîé ñòåïåíüþ å¼
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì òîðîì T .

Ëþáàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà G äîïóñêàåò âëîæåíèå â GLN(C) äëÿ íåêî-
òîðîãî N , òàêîå ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà tr(Y1Y2) íåâûðîæäåííà íà àë-
ãåáðå Ëè g. Ôèêñèðóåì òàêîå âëîæåíèå. Òîãäà g ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ
ïðîñòðàíñòâîì âñåõ ëåâî-èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 1-ôîðì íà G:
ýëåìåíò S ∈ g îïðåäåëÿåò 1-ôîðìó ω ôîðìóëîé

ω(Y ) = tr(x−1Y S), (1)

ãäå x ∈ G è Y ∈ TxG. Ìû íàçîâ¼ì òàêóþ ôîðìó îáùåé, åñëè S ðåãóëÿðåí
è ïîëóïðîñò.

Ëåììà 2.10. Âñå îáùèå ëåâî-èíâàðèàíòíûå 1-ôîðìû îáðàçóþò îòêðû-
òîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ëåâî-èíâàðèàíòíûõ
ôîðì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ðåãóëÿðíûå ïîëóïðîñòûå ýëåìåíòû îáðàçóþò îò-
êðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî â g. Óòâåðæäåíèå ëåììû èç ýòîãî
ñëåäóåò.

Ïðåäëîæåíèå 2.11. Ãàóññîâà ñòåïåíü îðáèòû Oa ðàâíà ÷èñëó òî÷åê â
ïåðåñå÷åíèè Oa ∩ T . Â ÷àñòíîñòè, åñëè a � íåïîëóïðîñòîé ýëåìåíò, òî
deg(Oa) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : G → Oa; ϕ : g 7→ gag−1.
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Ïîñêîëüêó ϕ ãëàäêî è ñþðúåêòèâíî, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxOa ÿâëÿ-
åòñÿ îáðàçîì ïðè ïðîèçâîäíîì îòîáðàæåíèè dϕ. Ïðîñòîå âû÷èñëåíèå ïîêà-
çûâàåò, ÷òî TxOa = [g, x]. Ïóñòü ω � îáùàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ 1-ôîðìà íà G, çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1). Òîãäà òîò ôàêò, ÷òî ω = 0

íà TxOa, ýêâèâàëåíòåí òîìó, ÷òî tr(x−1Y xS − Y S) = 0 äëÿ âñåõ Y ∈ g.
Ïîñêîëüêó áèëèíåéíàÿ ôîðìà tr(Y1Y2) ÿâëÿåòñÿ Ad G-èíâàðèàíòíîé, ïî-
ëó÷àåì tr(x−1Y xS − Y S) = tr(Y (xSx−1 − S)). Ôîðìà tr(Y1Y2) íåâûðîæ-
äåííà íà g. Ïîýòîìó x è S êîììóòèðóþò, è x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó
ìàêñèìàëüíîìó òîðó TS, çàâèñÿùåìó îò S.

Çàìå÷àíèå 2.12. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíò a ëåæèò â ìàêñèìàëü-
íîì òîðå T . Òîãäà ïðîñòðàíñòâî TaOa = [g, a] îðòîãîíàëüíî êàñàòåëü-
íîìó ïðîñòðàíñòâó TaT îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû (Y1, Y2) 7→
tr(a−1Y1 ·a−1Y2). Ïîñêîëüêó ýòà ôîðìà íåâûðîæäåííà íà TaT , ìû ïîëó÷à-
åì, ÷òî â ëþáîé òî÷êå x ∈ Oa∩T ïåðåñå÷åíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ
TxOa è TxT ðàâíî íóëþ.

Ñëåäñòâèå 2.13. Ïóñòü Z ⊂ G � íåïðèâîäèìîå ïîäìíîãîîáðàçèå èí-
âàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, òàêîå
÷òî ìíîæåñòâî Zn âñåõ íåïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ â Z � îòêðûòîå ïî
Çàðèññêîìó íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî â Z. Òîãäà deg(Z) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãàóññîâà ñòåïåíü ïîäìíîãîîáðàçèÿ Z ⊂ G ÿâëÿåòñÿ áè-
ðàöèîíàëüíûì èíâàðèàíòîì. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü å¼ äëÿ Zn.
Ïóñòü ω � îáùàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà íà G,
çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1). Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé òî÷êè a ∈ Zn îãðàíè÷åíèå
ýòîé ôîðìû íà ïîäïðîñòðàíñòâî TaOa ⊂ TaZn êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà
TaZn óæå íå òîæäåñòâåííûé íóëü ïî Ïðåäëîæåíèþ 2.11. Ïîýòîìó ôîðìà
ω íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ íè â îäíîé ãëàäêîé òî÷êå ïîäìíîãîîáðàçèÿ
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Zn, è gdeg(Z) = gdeg(Zn) = 0.

Ïðåäëîæåíèå 2.14. Ïóñòü X � íåïðèâîäèìîå ïîäìíîãîîáðàçèå ãðóï-
ïû G èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G,
òàêîå ÷òî ïîäìíîæåñòâî âñåõ íåïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ â X èìååò
êîðàçìåðíîñòü ïî êðàéíåé ìåðå 1 â X. Òîãäà ãàóññîâû ñòåïåíè ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ X â G è ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ∩ T â T ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k � ìàêñèìàëüíàÿ âîçìîæíàÿ ðàçìåðíîñòü ïî-
ëóïðîñòîé îðáèòû â X. Îáîçíà÷èì çà Xs ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóïðîñòûõ
ýëåìåíòîâ â X, îðáèòû êîòîðûõ èìåþò ðàçìåðíîñòü k. Òîãäà Xs � îòêðû-
òîå ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâî â X. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

ϕ : G× (X ∩ T ) → X, (g, t) 7→ gtg−1.

Îáðàç îòîáðàæåíèÿ ϕ ñîäåðæèò Xs. Ïîñêîëüêó Xs � îòêðûòîå ïî Çàðèñ-
ñêîìó íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïîäìíîãîîáðàçèÿ X, ïîëó÷àåì deg(X) =

deg(Xs). Äëÿ ëþáîé ãëàäêîé òî÷êè x ∈ Xs êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxX

ñíîâà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðîèçâîäíîãî îòîáðàæåíèÿ

dϕ : TgG× Tt(X ∩ T ) → TxX,

ãäå gtg−1 = x. Âû÷èñëèâ dϕ, ïîëó÷èì, ÷òî TxX = [g, x] ⊕ gTt(X ∩ T )g−1.
Ïóñòü ω � îáùàÿ ëåâî-èíâàðèàíòíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà íà G,
çàäàííàÿ ôîðìóëîé (1). Òîãäà ω = 0 íà TxX ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ω = 0

íà [g, x], è îäíîâðåìåííî ω = 0 íà gTt(X ∩ T )g−1. Ïåðâîå òîæäåñòâî âû-
ïîëíÿåòñÿ åñëè è òîëüêî åñëè x ïðèíàäëåæèò ìàêñèìàëüíîìó òîðó TS (ñì.
äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 2.11). Îáîçíà÷èì çà ωT îãðàíè÷åíèå ôîðìû
ω íà T ∗TS. Åñëè x ∈ TS, òî gTt(X ∩ T )g−1 = Tx(X ∩ TS). Òîãäà ôîðìà ω

îáðàùàåòñÿ â íóëü íà TxX åñëè è òîëüêî åñëè ωT îáðàùàåòñÿ â íóëü íà
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Tx(X∩TS). Ñëåäîâàòåëüíî, deg(X) = deg(X∩TS) = deg(X∩T ), ïîñêîëüêó
âñå ìàêñèìàëüíûå òîðû ñîïðÿæåíû.

2.5 Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà êîìïëåêñíîãî
ëèíêà

Òåïåðü ìû íàéä¼ì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì êîì-
ïëåêñíîãî ëèíêà äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ñòðàòèôèêàöèé ãðóïïû G. Äëÿ
ëþáîãî a ∈ G îïðåäåëèì ðàíã ýëåìåíòà a êàê ðàçìåðíîñòü åãî öåíòðàëè-
çàòîðà â G. Ñòðàòèôèêàöèÿ Óèòíè S ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé
åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Äëÿ ëþáîãî α ∈ S

• ñòðàò Xα èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû G,

• ýëåìåíòû ñòðàòà Xα ëèáî âñå ïîëóïðîñòû è èìåþò îäèí è òîò æå
ðàíã, ëèáî âñå íåïîëóïðîñòû.

Îáîçíà÷èì çà S0 ⊂ S ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóïðîñòûõ ñòðàòîâ. Ïî âòîðî-
ìó óñëîâèþ è çàìå÷àíèþ 2.12, äëÿ ëþáîãî ïîëóïðîñòîãî ñòðàòà Xα ∈ S
ïåðåñå÷åíèå Xα∩T ãëàäêî, è â êàæäîé òî÷êå x ∈ Xα∩T ïåðåñå÷åíèå êàñà-
òåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ TxXα∩TxT ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì
Tx(Xα ∩ T ). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ðàññìîòðåòü èíäóöèðîâàííóþ ñòðàòèôè-
êàöèþ Óèòíè ST ìàêñèìàëüíîãî òîðà T , à èìåííî, T =

⊔
(Xα∩T ), α ∈ S0.

Ïðåäëîæåíèå 2.15. Ðàññìîòðèì äâà ñòðàòà Xα è Xβ, òàêèå ÷òî Xα

ëåæèò â çàìûêàíèè ñòðàòà Xβ. Åñëè Xα ïîëóïðîñò, à Xβ � íåò, òî
e(α, β) = 0. Åñëè Xα, Xβ îáà ïîëóïðîñòû, òî e(α, β) = e(Xα ∩ T,Xβ ∩ T ),
ãäå êîìïëåêñíûé ëèíê ñòðàòîâ Xα ∩ T è Xβ ∩ T ñòðîèòñÿ â òîðå T .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Z ⊂ G � öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà a ∈ Xα. Òî-
ãäà Z � òàêæå ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà. Ïîñêîëüêó êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà
TaZ è TaOa îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû (Y1, Y2) 7→
tr(a−1Y1 · a−1Y2), è ýòà ôîðìà íåâûðîæäåííà íà TaZ, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî Z

� íîðìàëüíûé ñðåç ê îðáèòå Oa ⊂ Xα. Ïîýòîìó ëþáîé íîðìàëüíûé ñðåç
ê Xα ∩Z â Z áóäåò òàêæå íîðìàëüíûì ñðåçîì ê Xα â G. Äàâàéòå ïîñòðî-
èì íîðìàëüíûé ñðåç N ⊂ Z èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî
äåéñòâèÿ ãðóïïû Z.

Ïóñòü k � ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ Xα ∩ Z. Íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè a â Xα ∩ Z ëåæèò â öåíòðå ãðóïïû Z, ïîñêîëüêó âñå ýëåìåíòû Xα

èìåþò îäèíàêîâûé ðàíã. Ïîýòîìó ìû ìîæåì íàéòè k õàðàêòåðîâ ϕ1, . . . , ϕk

ãðóïïû Z, òàêèõ ÷òî èõ äèôôåðåíöèàëû daϕ1, . . . , daϕk, îãðàíè÷åííûå íà
êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî Ta(Xα ∩ Z) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïóñòü N ⊂ Z

� ìíîæåñòâî íóëåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ϕ1(za
−1) = . . . = ϕk(za

−1) = 1.

Ïðèìåð 2. a) Ïóñòü G � ãðóïïà GLN(C), è ïóñòü Xα = Z(GLN) = C∗

� öåíòð ãðóïïû GLN . Òîãäà Z = G, è âñå õàðàêòåðû ãðóïïû Z ÿâëÿþòñÿ
ñòåïåíÿìè îïðåäåëèòåëÿ. Èìååì dedet = tr äëÿ åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà e ∈
GLN , è tr � íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà C∗e. Ïîýòîìó â òî÷êå e ∈ Xα

ìîæíî âçÿòü N = SLN(C).
b) Ïóñòü G � ëþáàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, è ïóñòü Xα � ñòðàò, ñîñòî-

ÿùèé èç ðåãóëÿðíûõ ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà Z � ìàêñèìàëüíûé
òîð. Ïîýòîìó ëþáîé íîðìàëüíûé ñðåç ê Xα ∩ Z â Z èíâàðèàíòåí îòíîñè-
òåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû Z.

Ïðîäîëæèì äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 2.15. Ðàññìîòðèì îáùóþ ëè-
íåéíóþ ôóíêöèþ l íà N , çàäàííóþ ôîðìóëîé l(x) = tr((a−1x − e)S), ãäå
S ∈ Lie Z ðåãóëÿðåí è ïîëóïðîñò. Ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíûé òîð T ⊂ Z,
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êîììóòèðóþùèé ñ S. Ïîñêîëüêó a � ïîëóïðîñò, T òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàê-
ñèìàëüíûì òîðì â G. Äëÿ ëþáîãî ε ìíîæåñòâî l−1(ε) èíâàðèàíòíî îòíî-
ñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ òîðà T . Îáîçíà÷èì çà Tc êîìïàêòíóþ
ôîðìó êîìïëåêñíîãî òîðà T . Âûáåðåì ýðìèòîâó ôîðìó h(·, ·) íà glN èíâà-
ðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ êîìïàêòíîãî òîðà Tc è
ìàëåíüêèé øàð B = {x ∈ glN : h(x− a, x− a) ≤ const}.

Òàêèì îáðàçîì, ñ îáùèì âåêòîðîì S ∈ Lie Z ìû ñâÿçàëè êîìïëåêñíûé
ëèíê L = B ∩ l−1(ε) ∩ Xβ ñòðàòîâ Xα è Xβ. Êîìïëåêñíûé ëèíê L èíâà-
ðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ êîìïàêòíîãî òîðà Tc ïî
ïîñòðîåíèþ. Ïîýòîìó ïî Ïðåäëîæåíèþ 2.8 ïîëó÷àåì χc(L) = χc(LTc) =

χc(L∩ZTc). Çàìåòèì, ÷òî ZTc = ZT = T . Åñëè Xβ íåïîëóïðîñò, òî Xβ ∩ T

ïóñòî, ïîýòîìó è L ∩ T ïóñòî. Ñëåäîâàòåëüíî, e(α, β) = 0 â ýòîì ñëó÷àå.
Åñëè Xβ ïîëóïðîñò, òî L∩ T � êîìïëåêñíûé ëèíê ñòðàòîâ Xα ∩ T,Xβ ∩ T

â òîðå T .

Ñëåäñòâèå 2.16. Åñëè X � ãëàäêîå íåïðèâîäèìîå ïîäìíîãîîáðàçèå èí-
âàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, òî ëèáî
X ñîñòîèò òîëüêî èç íåïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ, ëèáî ìíîæåñòâî âñåõ
ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ â X ïëîòíî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ê òîìó æå ïîä-
ìíîãîîáðàçèå X çàìêíóòî, òî îíî ñîäåðæèò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî ïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ. Ãàóññîâû ñòåïåíè ïîäìíîãîîá-
ðàçèé X è X ∩ T ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü S
� äîïóñòèìàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ ãðóïïû G, ïîä÷èí¼ííàÿ ïîäìíîãîîáðçèþ
X, è ïóñòü Xn ⊂ X � ìàêñèìàëüíûé îòêðûòûé ñòðàò â X, òàêîé ÷òî
Xn íåïîëóïðîñò. Òîãäà dimXn = dimX, è X − Xn ñîäåðæèò ïî êðàéíåé
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ìåðå îäèí ïîëóïðîñòîé ñòðàò Xs. ×èñëî e(Xs, Xn) ðàâíî íóëþ ïî Ïðåäëî-
æåíèþ 2.15. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ãëàäêîñòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ X. Êîìáèíè-
ðóÿ ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàçäåëà 2.4, ïîëó÷àåì ïîñëåäíåå
óòâåðæäåíèå.

2.6 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 2.1 (òåîðåìû
Ãàóññà-Áîííå)

Åñëè F êîíñòðóêòèâåí è ýêâèâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî
äåéñòâèÿ, òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ Óèòíè
S, ïîä÷èí¼ííàÿ ïó÷êó F , òàêàÿ ÷òî êàæäûé ñòðàò èíâàðèàíòåí îòíîñè-
òåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ. Ïîäðàçáèâàÿ êàæäûé ñòðàò ïðè íåîá-
õîäèìîñòè, ìû ìîæåì ñäåëàòü S äîïóñòèìîé. Ïðèìåíèì Òåîðåìó 2.7 è
Ïðåäëîæåíèå 2.15 ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó öèêëó ïó÷êîâ F è FT . Çàìå-
òèì, ÷òî äëÿ ïîëóïðîñòîãî ñòðàòà Xα ∈ S ðàçíîñòü dim Xα− dim(Xα ∩S)

ðàâíà dim Oa, a ∈ Xα, òî åñòü ÷¼òíà. Êàê î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå ïîëó÷àåì:

Ñëåäñòâèå 2.17. Ïóñòü Xα ∈ S � ïîëóïðîñòîé ñòðàò. Êðàòíîñòè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ öèêëîâ ïó÷êîâ F è FT âäîëü ñòðàòîâ Xα è Xα ∩ T ,
ñîîòâåòñòâåííî, ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîñèòåëü êîíñòðóêòèâíîé ôóíêöèè χ(F)

ëåæèò â çàìûêàíèè îðáèòû Oa, a ∈ G. Òàêèå ïó÷êè èçó÷àþòñÿ â [6]
äëÿ óíèïîòåíòíûõ îðáèò. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðàòû äîïóñòèìîé ñòðàòèôèêà-
öèè, äàþùèå âêëàä â õàðàêòåðèñòè÷åñêèé öèêë, ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè â Oa.
Ïóñòü as, an ∈ G ïîëóïðîñòîé è óíèïîòåíòíûé ýëåìåíòû, ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèå ÷òî a = as · an. Òîãäà Xα = Oas � åäèíñòâåííûé ïîëóïðîñòîé ñòðàò
â Oa. Ïîëó÷àåì, ÷òî êðàòíîñòü cα(F) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà CC(F)
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âäîëü ýòîãî ñòðàòà ðàâíà cα(F) = χα(F) = cα(FT ).

Òåïåðü ôîðìóëà Òåîðåìû 2.1 ñâîäèòñÿ ê òàêîé æå ôîðìóëå äëÿ ïó÷êà
FT è ñòðàòèôèêàöèè ST . Âî-ïåðâûõ, χ(F , G) = χ(FT , T ) ïî Ïðåäëîæåíèþ
2.9. Âî-âòîðûõ, äëÿ âñåõ íåïîëóïðîñòûõ Xα, α ∈ S, èìååì gdeg(Xα) = 0

ïî Ñëåäñòâèþ 2.13. Ïîýòîìó ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû ìîæíî ñ÷èòàòü êàê
ñóììó òîëüêî ïî ïîëóïðîñòûì ñòðàòàì, òî åñòü

χ(X,F) =
∑
α∈S0

cα(F)gdeg(Xα).

Ïî Ñëåäñòâèþ 2.17 ýòî ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå

χ(T,FT ) =
∑
α∈ST

cα(FT )gdeg(Xα ∩ T ),

ïîñêîëüêó gdeg(Xα) = gdeg(Xα∩T ) ïî Ïðåäëîæåíèþ 2.14. ×òîáû äîêàçàòü
ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìû ïðèìåíÿåì Òåîðåìó 1.3 èç [8].

2.7 Ïðèëîæåíèÿ

Äàâàéòå âûâåäåì èç Òåîðåìû 2.1 ôîðìóëó äëÿ çàìêíóòîãî (âîçìîæíî îñî-
áîãî) ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ G èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼í-
íîãî äåéñòâèÿ. Îáîçíà÷èì çà CX ïîñòîÿííûé ïó÷îê íà X, ïðîäîëæåííûé
íóë¼ì íà G. Äàâàéòå ïîñ÷èòàåì êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèê-
ëà ïó÷êà CX . Ôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ñòðàòèôèêàöèþ Óèòíè S ìíîãîîá-
ðàçèÿ X. Òîãäà Òåîðåìà 2.7 äà¼ò ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ êðàòíîñòåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà CC(CX) âäîëü ñòðàòà Xα ∈ S:

cα(CX) = (−1)dimXα+1
∑

Xα⊂Xβ

e(α, β)χβ(CX).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëîêàëüíàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïó÷êà CX â òî÷êå
x ðàâíà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì ìàëåíüêîé
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îòêðûòîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x. Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà Ïðåäëî-
æåíèÿ 2.5, ïîñëåäíÿÿ ðàâíà 1 äëÿ âñåõ x ∈ X. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì,
÷òî cα ñîâïàäàåò ñ (−1)dimXα+1(−1+eα), ãäå eα � ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
ïîëíîãî êîìïëåêñíîãî ëèíêà ñòðàòà Xα.

Ñëåäñòâèå 2.18. Åñëè X ⊂ G � çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå èíâàðèàíò-
íîå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ, òî òîïîëîãè÷åñêàÿ ýéëåðî-
âà õàðàêòåðèñòèêà ìíîãîîáðàçèÿ X ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíà ïî òàêîé
ôîðìóëå

χ(X) =
∑

(−1)dimXα(1− eα)gdeg(Xα).

Òåïåðü ìû ïîñ÷èòàåì ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ïó÷êîâ ñî ñïåöèàëü-
íûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè öèêëàìè. À èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðàò-
íîñòü cα õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà CC(F) âäîëü ñòðàòà Xα íå ðàâíà
íóëþ òîëüêî, åñëè Xα íåïîëóïðîñò. Òîãäà ïî Ñëåäñòâèþ 2.13 ãàóññîâà ñòå-
ïåíü ñòðàòà Xα ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó Òåîðåìà 2.1 íåìåäëåííî äà¼ò òàêîå
ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 2.19. Åñëè íîñèòåëü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî öèêëà ïó÷êà F
ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå íåïîëóïðîñòûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G, òî ýé-
ëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïó÷êà F ðàâíà íóëþ.



Ãëàâà 3

Êëàññû ×åðíà ðåäóêòèâíûõ
ãðóïï è ôîðìóëà ïðèñîåäèíåíèÿ

3.1 Ââåäåíèå

Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ êîìïëåêñíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà. Ðàññìîòðèì å¼ êî-
íå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå π : G → End(V ) â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V .
Ïóñòü H ⊂ End(V ) � îáùàÿ ãèïåðïëîñêîñòü. Ãëàâíàÿ çàäà÷à, îáñóæäàå-
ìàÿ â ýòîé ãëàâå � êàê íàéòè ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ãèïåðïëîñêîãî ñå-
÷åíèÿ π(G)∩H? Ýòà çàäà÷à ìîòèâèðóåò êîíñòðóêöèþ êëàññîâ ×åðíà ýêâè-
âàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä ðåäóêòèâíûìè ãðóïïàìè. Ãëàâíûé
ðåçóëüòàò, èñïîëüçóþùèé òàêèå êëàññû ×åðíà � ôîðìóëà ïðèñîåäèíåíèÿ
äëÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ.

Îáîçíà÷èì çà χ(π) ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó îáùåãî ãèïåðïëîñêîãî ñå-
÷åíèÿ π(G)∩H. Êîãäà G = (C∗)n � êîìïëåêñíûé òîð, χ(π) áûëà ÿâíî âû-
÷èñëåíà Ä. Áåðíøòåéíîì, À. Õîâàíñêèì è À. Êóøíèðåíêî [24]. Ýòîò êðà-
ñèâûé ðåçóëüòàò ñâÿçûâàåò χ(π) ñ êîìáèíàòîðíûìè èíâàðèàíòàìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿ π. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò äâà ôàêòà:
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• Åñòü ÿâíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé χ(π) è
ñòåïåíüþ ïîäìíîãîîáðàçèÿ π(G) â End(V )

χ(π) = (−1)n−1deg π(G). (1)

• Äëÿ ñòåïåíè deg π(G) åñòü ÿâíàÿ ôîðìóëà, äîêàçàííàÿ Êóøíèðåíêî.

Îäíàêî, êîãäà G � ïðîèçâîëüíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà, òîëüêî âòî-
ðîé ôàêò âûæèâàåò. Á. Êàçàðíîâñêèé íàø¼ë ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ñòåïå-
íè deg π(G), îáîáùàþùóþ ôîðìóëó Êóøíèðåíêî [23]. Ïîçæå Ì. Áðèîí
óñòàíîâèë àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ âñåõ ñôåðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ [2].

×òî êàñàåòñÿ ïåðâîãî ôàêòà, òî îí íåâåðåí óæå äëÿ SL2(C). Ê.Êàâå â
ñâîåé äèññåðòàöèè âû÷èñëèë ÿâíî χ(π) è deg π(G) äëÿ âñåõ ïðåäñòàâëåíèé
π ãðóïïû SL2(C). Åãî âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, åñòü
ðàñõîæäåíèå ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ÷èñëàìè. Êàâå òàêæå ïåðå÷èñëèë íåêî-
òîðûå ñïåöèàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï, äëÿ êîòîðûõ ýòè
÷èñëà âñ¼ åù¼ ñîâïàäàþò [22].

Â ýòîé ãëàâå, ÿ ïðåäñòàâëþ ôîðìóëó, êîòîðàÿ îáîáùàåò ôîðìóëó (1) íà
ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï. Äëÿ ýòîãî ÿ ïîñòðîþ ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ Si ⊂ G, ñòåïåíè êîòîðûõ çàïîëíÿþò ïðîìåæóòîê ìåæäó ýéëå-
ðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé è ñòåïåíüþ. Ìîÿ êîíñòðóêöèÿ íàïîìèíàåò êëàññè-
÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ êëàññîâ ×åðíà âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ. Ïîäìíîãîîá-
ðàçèÿ Si ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê êëàññû ×åðíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ
ãðóïïû G. ß òàêæå ïîñòðîþ êëàññû ×åðíà áîëåå îáùèõ ýêâèâàðèàíòíûõ
âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé íàä G (ðàçäåë 3.3). Ýòè êëàññû ×åðíà âî ìíîãèõ
îòíîøåíèÿõ ïîõîæè íà îáû÷íûå êëàññû ×åðíà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðà-
çèé. Åñòü àíàëîã êîëüöà êîãîìîëîãèé ãðóïïû G, ãäå æèâóò êëàññû ×åðíà
ýêâèâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèé. Ýòîò àíàëîã � êîëüöî óñëîâèé, ïîñòðîåííîå
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Äå Êîí÷èíè è Ïðî÷åçè [5, 3](ñì. ðàçäåë 3.2 äëÿ êðàòêîãî íàïîìèíàíèÿ).
Îíî ïîëåçíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè. Èíäåêñ ïå-
ðåñå÷åíèÿ â ýòîì êîëüöå êîððåêòíî îïðåäåë¼í. Â ÷àñòíîñòè, èìååò ñìûñë
ãîâîðèòü î ñòåïåíè ïîäìíîãîîáðàçèÿ π(Si) â End(V ).

Îáîçíà÷èì çà n è k ðàçìåðíîñòü è ðàíã ãðóïïû G, ñîîòâåòñòâåííî.
Â ñëó÷àå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî (ñì. Ëåììó 3.11) ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ Si íåïóñòû òîëüêî äëÿ i ≤ n−k. Íàïðèìåð, åñëè G � òîð, òî
âñå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si ïóñòû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G

ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si íåòðèâèàëüíû èç-çà íåêîììóòàòèâíîé ÷àñòè ãðóïïû
G.

Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ýòîé ãëàâû � ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ïðèñîåäèíåíèÿ.
Ïîëîæèì S0 = G.

Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü π � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðåäóêòèâíîé ãðóïïû
G. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(π) îáùåãî ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ ðàâíà
çíàêîïåðåìåííîé ñóììå ñòåïåíåé ïîäìíîãîîáðàçèé π(Si):

χ(π) =
n−k∑
i=0

(−1)n−i−1deg π(Si). (2)

Ìî¼ äîêàçàòåëüñòâî (ðàçäåë 3.4) ýòîé ôîðìóëû î÷åíü ïîõîæå íà äî-
êàçàòåëüñòâî Ä. Áåðíøòåéíà ôîðìóëû (1) â òîðè÷åñêîì ñëó÷àå. Êëàññû
×åðíà Si âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè ïîïûòêå îáîáùèòü åãî äî-
êàçàòåëüñòâî íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ðåäóêòèâíûõ ãðóïï.

×òîáû îáúÿñíèòü ýòó ìîòèâèðîâêó, ÿ êðàòêî íàïîìíþ äîêàçàòåëüñòâî
Áåðíøòåéíà ôîðìóëû (1) â òîðè÷åñêîì ñëó÷àå. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòè-
êà ðàâíà ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ÷èñëó êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îáùåé ëèíåéíîé
ôóíêöèè f ∈ End∗(V ), îãðàíè÷åííîé íà π(G) (ýòî ñëåäóåò èç íåêîìïàêò-
íîé òåîðèè Ìîðñà è ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ðåäóêòèâíûõ
ãðóïï). ×òîáû íàéòè ýòè êðèòè÷åñêèå òî÷êè èñïëüçóåì ëåâîå äåéñòâèå
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ãðóïïû π(G) íà End(V ). Ýòî äåéñòâèå ïðîèçâîäèò n ëåâî-èíâàðèàíòíûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé v1, . . . , vn, êîòîðûå ïîðîæäàþò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
ê G â êàæäîé òî÷êå. Òîãäà êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f � ýòî â òî÷íîñòè
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿ π(G) ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì äîïîëíè-
òåëüíîé ðàçìåðíîñòè, çàäàííûì óðàâíåíèÿìè f(v1(x)) = . . . = f(vn(x)) =

0. Ðàçíèöà ìåæäó òîðè÷åñêèì è ðåäóêòèâíûì ñëó÷àåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ñ ïåðâîì ñëó÷àå ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî � îáùåå, òîãäà êàê âî âòîðîì ñëó-
÷àå îíî èìååò ãðîìàäíîå ïåðåñå÷åíèå ñ π(G) íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïîñëåäíåå
ïðîèñõîäèò îòòîãî, ÷òî ëåâîå äåéñòâèå ãðóïïû G íà áåñêîíå÷íîñòè èìååò
áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò, è íà êàæäîé òàêîé îðáèòå ôóíêöèÿ f èìååò â
íåêîòîðîì ñìûñëå êðèòè÷åñêèå òî÷êè.

×òîáû èçáåæàòü ýòîé ñëîæíîñòè, èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü äåéñòâèå
óäâîåííîé ãðóïïû G × G íà End(V ) óìíîæåíèÿìè ñëåâà è ñïðàâà (â òî-
ðè÷åñêîì ñëó÷àå ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî ïðîñòî ëåâîå äåéñòâèå èç-çà êîì-
ìóòàòèâíîñòè). Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî äåéñòâèÿ â òîì, ÷òî îíî èìååò êî-
íå÷íîå ÷èñëî îðáèò íà áåñêîíå÷íîñòè. Îäíàêî, n îáùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé,
ïðèõîäÿùèõ èç òàêîãî äåéñòâèÿ, íå îáÿçàòåëüíî ïîðîæäàþò êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî ê G â êàæäîé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê êëàñ-
ñè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ êëàññîâ ×åðíà êàê öèêëîâ âûðîæäåíèÿ îáùèõ
ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

Îñòà¼òñÿ çàäà÷à âû÷èñëèòü ñòåïåíè deg π(Si) êëàññîâ ×åðíà. Â ðàçäåëå
3.5, ÿ âû÷èñëþ ñòåïåíè ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî êëàññîâ ×åðíà. Íåêîòîðûå
ïðèìåðû áóäóò ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 3.6.

Ìû ðàáîòàåì â àëãåáðàè÷åñêîé êàòåãîðèè, òî åñòü âñå ìíîãîîáðàçèÿ,
îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà, îòîáðàæåíèÿ è äåéñòâèÿ ãðóïï áóäóò àëãåáðà-
è÷åñêèìè ïî óìîë÷àíèþ.

Ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ êàñàþòñÿ îáîçíà÷åíèé. Â ýòîé ãëàâå, òåðìèí
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ýêâèâàðèàíòíûé (íàïðèìåð, ýêâèâàðèàíòíûå êîìïàêòèôèêàöèÿ, ðàññëîå-
íèå, è ò.ä.) âñåãäà áóäåò îçíà÷àòü ýêâèâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
óäâîåííîé ãðóïïû G×G, åñëè íå îãîâîðåíî èíîå. Çà g îáîçíà÷èì àëãåáðó
Ëè ãðóïïû G. ß òàêæå ôèêñèðóþ âëîæåíèå G ⊂ GL(W ) äëÿ íåêîòîðîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà W . Òîãäà äëÿ g ∈ G è A ∈ g îáîçíà÷åíèÿ Ag è
gA îçíà÷àþò ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â End(W ).

3.2 Ýêâèâàðèàíòûå êîìïàêòèôèêàöèè è
êîëüöî óñëîâèé

Ýòîò ðàçäåë ñîäåðæèò íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû, êîòî-
ðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Ñíà÷àëà, ÿ îïðåäåëþ ïîíÿòèå
ñôåðè÷åñêîãî äåéñòâèÿ è îïèøó ýêâèâàðèàíòíûå êîìïàêòèôèêàöèè ðå-
äóêòèâíûõ ãðóïï, ñëåäóÿ [5, 20]. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ìîæíî íàéòè
òàêæå â [42]. Ïîòîì ÿ îïðåäåëþ è êëàññèôèöèðóþ ýêâèâàðèàíòíûå âåê-
òîðíûå ðàññëîåíèÿ íàä ðåäóêòèâíûìè ãðóïïàìè. Íàêîíåö, ÿ ñôîðìóëè-
ðóþ òåîðåìó Êëåéìàíà î òðàíñâåðñàëüíîñòè [32] è íàïîìíþ îïðåäåëåíèå
êîëüöà óñëîâèé [5, 3].

Ñôåðè÷åñêîå äåéñòâèå. Ðåäóêòèâíûå ãðóïïû � ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå
îáùèõ ñôåðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì
îáðàçîì. Ïóñòü G � ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà è ïóñòü M � å¼ îäíî-
ðîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèå ãðóïïû G íà M íàçûâàåòñÿ ñôåðè÷åñêèì,
åñëè áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G èìååò îòêðûòóþ âñþäó ïëîòíóþ îð-
áèòó â M . Â ýòîì ñëó÷àå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî M òàêæå íàçûâàåòñÿ
ñôåðè÷åñêèì. Âàæíîå è î÷åíü ïîëåçíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò
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ñôåðè÷åñêîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî, ýòî òî, ÷òî ëþáàÿ åãî êîìïàêòèôè-
êàöèÿ, ýêâèâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G, ñîäåðæèò ëèøü
êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò [40, 34].

Åñòü åñòåñòâåííîå äåéñòâèå ãðóïïû G × G íà G ëåâûìè è ïðàâûìè
óìíîæåíèÿìè. À èìåííî ýëåìåíò (g1, g2) ∈ G × G îòîáðàæàåò ýëåìåíò
g ∈ G â g1gg−1

2 . Ýòî äåéñòâèå � ñôåðè÷åñêîå, êàê ñëåäóåò èç ðàçëîæåíèÿ
Áðþà ãðóïïû G, ñâÿçàííîãî ñ êàêîé-íèáóäü áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïîé. Òà-
êèì îáðàçîì, ãðóïïó G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñôåðè÷åñêîå îäíîðîäíîå
ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ óäâîåííîé ãðóïïû G×G. Äëÿ
ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ π : G → End(V ) ýòî äåéñòâèå ìîæíî î÷åâèäíûì
îáðàçîì ïðîäîëæèòü äî äåéñòâèÿ π(G) × π(G) íà âñ¼ì End(V ) ëåâûìè è
ïðàâûìè óìíîæåíèÿìè. ß áóäó íàçûâàòü òàêèå äåéñòâèÿ ñòàíäàðòíûìè.

Ýêâèâàðèàíòíûå êîìïàêòèôèêàöèè. Ñ êàæäûì ïðåäñòàâëåíèåì π

ìîæíî ñâÿçàòü ñëåäóþùóþ ýêâèâàðèàíòíóþ êîìïàêòèôèêàöèþ ãðóïïû
π(G). Âîçüì¼ì êîíóñ íàä π(G) (ñîñòîÿùèé èç âñåõ òî÷åê x ∈ End(V ),
òàêèõ ÷òî λ · x ïðèíàäëåæèò π(G) äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C∗), âîçüì¼ì åãî
ïðîåêòèâèçàöèþ è çàòåì âîçüì¼ì çàìûêàíèå ïðîåêòèâèçàöèè â P(End(V )).
Ìû ïîëó÷èì ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå Xπ ⊂ P(End(V )) ñ åñòåñòâåííûì
äåéñòâèåì ãðóïïû G×G, ïðèõîäÿùèì èç ñòàíäàðòíîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû
π(G) × π(G) íà End(V ). Íèæå ÿ ïåðå÷èñëþ íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà
ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî π(G) èçîìîðôíî G.
Ôèêñèðóåì ìàêñèìàëüíûé òîð T ⊂ G. Ðàññìîòðèì âñå âåñà ïðåäñòàâëå-
íèÿ π, òî åñòü âñå õàðàêòåðû ìàêñèìàëüíîãî òîðà T , âñòðå÷àþùèåñÿ â
π. Âîçüì¼ì èõ âûïóêëóþ îáîëî÷êó Pπ â ðåø¼òêå âñåõ õàðàêòåðîâ òîðà
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T (ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåø¼òêà õàðàêòåðîâ âëîæåíà â àôôèííîå ïðî-
ñòðàíñòâî Rk). Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî Pπ � ìíîãîãðàííèê, èíâàðèàíòíûé
îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû Âåéëÿ ãðóïïû G. Îí íàçûâàåòñÿ âåñîâûì
ìíîãîãðàííèêîì ïðåäñòàâëåíèÿ π. Ìíîãîãðàííèê Pπ ñîäåðæèò ìíîãî èí-
ôîðìàöèè î êîìïàêòèôèêàöèè Xπ.

Òåîðåìà 3.2. 1) [20, 42] Ìíîãîîáðàçèå Xπ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
G×G-îðáèò. Ýòè îðáèòû íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñ îðáèòà-
ìè ãðóïïû Âåéëÿ, äåéñòâóþùåé íà ãðàíÿõ ìíîãîãðàííèêà Pπ.

2)[5] Ïóñòü ρ � äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G. Íîðìàëèçàöèè ìíî-
ãîîáðàçèé Xπ è Xρ èçîìîðôíû, åñëè è òîëüêî åñëè íîðìàëüíûå âååðû ìíî-
ãîãðàííèêîâ Xπ è Xρ ñîâïàäàþò. Åñëè ïåðâûé âååð ïîäðàçáèâàåò âòîðîé,
òî ñóùåñòâóåò ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå èç íîðìàëèçàöèè ìíîãî-
îáðàçèÿ Xπ â Xρ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � ãðóïïà ïðèñîåäèí¼ííîãî òèïà, òî
åñòü èìååò òðèâèàëüíûé öåíòð. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñòðîãî äîìèíàíòíîãî
âåñà λ ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïàêòèôèêàöèþ Xcan := Xπ(λ) ãðóïïû G, ñâÿ-
çàííóþ ñ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì π(λ) ñî ñòàðøèì âåñîì λ. Êîì-
ïàêòèôèêàöèÿ Xcan ãðóïïû G íàçûâàåòñÿ ÷óäåñíîé êîìïàêòèôèêàöèåé.
Îíà áûëà ââåäåíà Äå Êîí÷èíè è Ïðî÷åçè [5]. ×óäåñíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è ïîýòîìó ïî âòîðîé ÷àñòè Ïðåäëîæåíèÿ 3.2 íå çàâèñèò
îò âûáîðà ñòðîãî äîìèíàíòíîãî âåñà λ. Äåéñòâèòåëüíî, íîðìàëüíûé âååð
ê âåñîâîìó ìíîãîãðàííèêó íå çàâèñèò îò λ è ñîâïàäàåò ñ âååðîì êàìåð
Âåéëÿ è èõ ãðàíåé.

Îïèøåì íåìíîãî ïîäðîáíåé, êàê óñòðîåíà ÷óäåñíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ.
Äèâèçîð íà áåñêîíå÷íîñòè Xcan\G � äèâèçîð ñ íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿ-
ìè. Åñòü k îðáèò O1, . . . ,Ok êîðàçìåðíîñòè 1 â Xcan, èõ çàìûêàíèÿ ãëàäêè
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è ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì òðàíñâåðñàëüíî. Çàìûêàíèÿ îñòàëüíûõ îð-
áèò ïîëó÷àþòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå çàìûêàíèé O1, . . . ,Ok. Áîëåå òî÷íî, ëþ-
áîìó ïîäìíîæåñòâó {i1, i2, . . . , im} ⊂ {1, . . . , n} ñîîòâåòñòâóåò G×G-îðáèòà
êîðàçìåðíîñòè m ñ çàìûêàíèåì Oi1∩Oi2∩ . . .∩Oim . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî
îðáèò ðàâíî 2k. Åñòü åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ îðáèòà O1 ∩ . . . ∩ Ok, èçî-
ìîðôíàÿ ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ G/B × G/B. Çäåñü B

� áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû G.

Ýêâèâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ. Ïóñòü L � âåêòîðíîå ðàñ-
ñëîåíèå íàä G ðàíãà d. Îáîçíà÷èì çà Vg ⊂ L ñëîé ðàññëîåíèÿ L, ëåæàùèé
íàä ýëåìåíòîì g ∈ G. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàíäàðòíîå äåéñòâèå ãðóïïû
G × G íà G ìîæíî ëèíåéíî ïðîäîëæèòü íà L. Áîëåå òî÷íî, ñóùåñòâóåò
ãîìîìîðôèçì A : G×G → Aut(L) òàêîé ÷òî àâòîìîðôèçì A(g1, g2), îãðà-
íè÷åííûé íà Vg, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì èç Vg â Vg1gg−1

2
. Åñëè ýòè

óñëîâèÿ âûïîëíåíû, òî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå L íàçûâàåòñÿ ýêâèâàðèàíò-
íûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G×G.

Äâà ýêâèâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèÿ L1, L2 ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì ìåæäó L1 è L2, ñîãëàñîâàííûé ñî ñòðóêòóðîé ðàññëîåíèÿ è
ñ äåéñòâèåì ãðóïïû G × G. Ñëåäóþùåå ïðîñòîå ïðåäëîæåíèå îïèñûâàåò
ýêâèâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íà G ñ òî÷íîñòüþ äî ýòîãî îòíî-
øåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè ýêâèâàðèàíòíûõ âåêòîð-
íûõ ðàññëîåíèé ðàíãà d íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ëèíåéíûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè ãðóïïû G ðàçìåðíîñòè d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîïîñòàâèì êàæäîìó âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ L ïðåä-
ñòàâëåíèå π : G → End(Ve) òàêèì îáðàçîì: π(g) � îãðàíè÷åíèå A(g, g)
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íà Ve. È íàîáîðîò, ñ êàæäûì ïðåäñòàâëåíèåì π : G → V ìîæíî ñâÿçàòü
ðàññëîåíèå L, èçîìîðôíîå G×V ñî ñëåäóþùèì äåéñòâèåì ãðóïïû G×G:

A(g1, g2) : (g, v) → (g1gg−1
2 , π(g1)v).

Íàïðèìåð, ïîñòîÿííîå ñå÷åíèå v(g) = v äëÿ v ∈ V � ïðàâî-
èíâàðèàíòíî. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêîå ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.

Íàïðèìåð, êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TG íà G î÷åâèäíî ýêâèâàðèàíòíî
è ñîîòâåòñòâóåò ïðèñîåäèí¼ííîìó ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû G íà àëãåáðå Ëè
g = TGe. Íàïîìíèì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ ïðèñîåäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå:

Ad : G → End(g); Ad(g)X = gXg−1, X ∈ g.

Ýòîò ïðèìåð áóäåò âàæåí â ðàçäåëå 3.4.

Êîëüöî óñëîâèé. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ñïîñîá îïðåäåëèòü òåîðèþ
ïåðåñå÷åíèé íà íåêîìïàêòíîé ãðóïïå, èëè áîëåå îáùî, íà îäíîðîäíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 3.4 (Òåîðåìà Êëåéìàíà î òðàíñâåðñàëüíîñòè). [32] Ïóñòü
H ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóïïà, è ïóñòü M � å¼ îäíîðîäíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Âîçüì¼ì äâà íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ
X, Y ⊂ M . Îáîçíà÷èì çà gX ëåâûé ñäâèã ïîäìíîãîîáðàçèÿ X ýëåìåí-
òîì g ∈ G. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî
ãðóïïû H òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ g ýòîãî ïîäìíîæåñòâà êàæ-
äàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ïåðåñå÷åíèÿ gX ∩ Y èìååò ðàçìåðíîñòü
dim X+dim Y −dim H. Åñëè X è Y � ãëàäêèå, òî gX∩Y òðàíñâåðñàëüíî.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè X è Y èìåþò äîïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè (íî
íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêèå), òî gX ∩ Y ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê,
è ýòî ÷èñëî ïîñòîÿííî.
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Åñëè X è Y èìåþò äîïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè, îïðåäåëèì èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ (X,Y ) êàê ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ #(gX ∩ Y ) äëÿ îáùåãî
g ∈ H. Åñëè ìû õîòèì ðåøàòü çàäà÷è èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè, òî åñòå-
ñòâåííî ðàññìàòðèâàòü àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ íà M ñ òî÷íî-
ñòüþ äî òàêîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Äâà íåïðèâîäèìûõ ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ X1, X2 îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ýêâèâàëåíòíû, åñëè äëÿ ëþáîãî
íåïðèâîäèìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Y äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè èíäåêñû
ïåðåñå÷åíèÿ (X1, Y ) è (X2, Y ) ñîâïàäàþò. Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè ïîõîæå íà ÷èñëåííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè
(ñì. [10, Chapter 19]). Ðàññìîòðèì âñå ôîðìàëüíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè
àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â M ïî ìîäóëþ ýòîãî îòíîøåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Ïîëó÷èâøàÿñÿ ãðóïïà C∗(M) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé óñëîâèé
îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà M .

Ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîäìíîãîîáðàçèé X,Y ⊂ M , ïî-
ëîæèâ X ·Y = gX ∩Y , ãäå g ∈ G � îáùèé. Îäíàêî òàêîå ïðîèçâåäåíèå íå
âñåãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà ãðóïïå óñëîâèé. Èìååòñÿ ñëåäóþùèé ïðî-
ñòîé êîíòðïðèìåð [5]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = Cn � àôôèííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Òîãäà äâà
àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëÿþò îäèí
è òîò æå êëàññ â Cn, òîëüêî åñëè îíè ïàðàëëåëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
îíè íå ïàðàëëåëüíû, òî ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî äîïîëíèòåëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè V ⊂ Cn ïàðàëëåëüíîå îäíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó è ïåðåñåêàþùåå
äðóãîå. Òîãäà îáùèé ïàðàëëåëüíûé ñäâèã ïîäïðîñòðàíñòâà V íå ïåðåñå-
÷¼ò ïåðâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íî ïåðåñå÷¼ò âòîðîå â îäíîé òî÷êå. Òåïåðü â
àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå C3 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ðàññìîòðèì êâàäðèêó
Y , çàäàííóþ óðàâíåíèåì x = yz. Âîçüì¼ì äâå ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòè ïà-
ðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè X = {y = 0} ⊂ C3. Èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ
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Y äàþò äâå ïðÿìûõ, êîòîðûå íå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó. Òàêèì îáðàçîì,
îíè íå ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè â ãðóïïå
óñëîâèé, è êëàññ X · Y íå îïðåäåë¼í.

Çàìå÷àòåëüíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêèõ îäíîðîä-
íûõ ïðîñòðàíñòâ òàêîå ïðîèçâåäåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, òî åñòü åñëè
âçÿòü ðàçíûõ ïðåäñòàâèòåëåé â îäíèõ è òåõ æå êëàññàõ, òî êëàññ èõ ïðî-
èçâåäåíèÿ áóäåò îäíèì è òåì æå [5, 3]. Ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöî C∗(M)

íàçûâàåòñÿ êîëüöîì óñëîâèé.
Â ÷àñòíîñòè ãðóïïà óñëîâèé C∗(G) ðåäóêòèâíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ êîëü-

öîì. Äå Êîí÷èíè è Ïðî÷åçè ñâÿçàëè êîëüöî óñëîâèé ñ êîëüöàìè êîãî-
ìîëîãèé ýêâèâàðèàíòíûõ êîìïàêòèôèêàöèé òàêèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî S âñåõ ýêâèâàðèàíòíûõ êîìïàêòèôèêàöèé Xπ ãðóïïû G, ñâÿ-
çàííûõ ñ å¼ ïðåäñòàâëåíèÿìè π. Íà ýòîì ìíîæåñòâå åñòü åñòåñòâåííîå îò-
íîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà. À èìåííî, êîìïàêòèôèêàöèÿ Xρ áîëüøå ÷åì
Xπ, åñëè ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå Xρ → Xπ, ïåðåñòàíîâî÷íîå ñ äåéñòâèåì
G×G. ßñíî, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ
G×G, è èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå êîëåö êîãîìîëîãèé H∗(Xπ) → H∗(Xρ).

Òåîðåìà 3.5. [5, 3] Êîëüöî óñëîâèé C∗(G) èçîìîðôíî ïðÿìîìó ïðåäåëó
ïî ìíîæåñòâó S êîëåö êîãîìîëîãèé H∗(Xπ).

Äå Êîí÷èíè è Ïðî÷åçè äîêàçàëè ýòó òåîðåìó â [5] äëÿ ñèììåòðè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ. Â [3] Äå Êîí÷èíè çàìåòèë, ÷òî èõ ðàññóæäåíèÿ äîñëîâíî
ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå ñôåðè÷åñêèå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà, â
÷àñòíîñòè, íà ïðîèçâîëüíûå ðåäóêòèâíûå ãðóïïû.
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3.3 Êëàññû ×åðíà ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå
óñëîâèé

Â ýòîì ðàçäåëå ÿ ðàññìàòðèâàþ âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ íà ãðóïïå G ýê-
âèâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî ïðèñîåäèí¼ííîãî äåéñòâèÿ óäâîåííîé ãðóïïû
G×G. Äëÿ òàêèõ ðàññëîåíèé ÿ îïðåäåëþ èõ êëàññû ×åðíà ñî çíà÷åíèÿìè â
êîëüöå óñëîâèé C∗(G). Â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ êëàññîâ ×åðíà â êîìïàêòíîì
ñëó÷àå ýòè êëàññû ×åðíà ìåðÿþò ñëîæíîñòü äåéñòâèÿ ãðóïïû G×G, à íå
òîïîëîãè÷åñêóþ ñëîæíîñòü (òîïîëîãè÷åñêè ëþáîå G × G-ýêâèâàðèàíòíîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä G òðèâèàëüíî). Îäíàêî, îíè ñîõðàíÿþò ìíîãèå
ñâîéñòâà îáû÷íûõ êëàññîâ ×åðíà. Åñòü òàêæå ñâÿçü ìåæäó ýòèìè êëàññà-
ìè è îáû÷íûìè êëàññàìè ×åðíà íåêîòîðûõ ðàññëîåíèé íàä ýêâèâàðèàíò-
íûìè êîìïàêòèôèêàöèÿìè ãðóïïû G.

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ÿ áóäó, â îñíîâíîì, èñïîëüçîâàòü êëàññû ×åð-
íà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Èõ ãëàâíîå ïðèëîæåíèå � ýòî ôîðìóëà äëÿ
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ. Îäíî èç âîçìîæíûõ
ïðèëîæåíèé êëàññîâ ×åðíà äðóãèõ ýêâèâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèé � ïîëó-
÷èòü ÿâíîå îïèñàíèå êîëüöà óñëîâèé C∗(G) ÷åðåç ýòè êëàññû ×åðíà.

Â ýòîì ðàçäåëå L îáîçíà÷àåò ýêâèâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä
G ðàíãà d, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèþ π : G → End(V ).

Îïðåäåëåíèå êëàññîâ ×åðíà. Ñðåäè âñåõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ðàñ-
ñëîåíèÿ L åñòü äâà âûäåëåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà, à èìåííî, ïðîñòðàíñòâà
ïðàâî- è ëåâî-èíâàðèàíòíûõ ñå÷åíèé. Îíè ñîñòîÿò èç ñå÷åíèé èíâàðèàíò-
íûõ îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïîäãðóïï G×e ⊂ G×G è e×G ⊂ G×G, ñîîò-
âåòñòâåííî. Îáà ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâà ìîæíî êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâèòü ñ
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V = Ve. Îáîçíà÷èì çà Γ(L) ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëî-
åíèÿ L, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû ëåâî- è ïðàâî-èíâàðèàíòíûõ ñå÷åíèé.
Åñëè ïðåäñòàâëåíèå π íå ñîäåðæèò íèêàêèõ òðèâèàëüíûõ ïîäïðåäñòàâëå-
íèé, òî Γ(L) êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî ïðÿìîé ñóììå äâóõ êîïèé ïðîñòðàí-
ñòâà V . Èíà÷å, Γ(L) � ôàêòîðïðîñòðàíñòâî (V ⊕ V )/E, ãäå E ⊂ V ⊕ V �
äèàãîíàëüíîå âëîæåíèå ìàêñèìàëüíîãî òðèâèàëüíîãî ïîäïðåäñòàâëåíèÿ â
π.

Åñëè L = TG � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, òî Γ(L) � î÷åíü åñòåñòâåííûé
êëàññ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé. À èìåííî, îí ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé,
ïðèõîäÿùèõ èç äåéñòâèÿ ãðóïïû G × G íà G. Ïîä ýòèì ÿ èìåþ â âèäó,
÷òî ñ êàæäûì ýëåìåíòîì (X, Y ) ∈ g ⊕ g ìîæíî ñâÿçàòü âåêòîðíîå ïîëå
v ∈ Γ(L) òàêèì îáðàçîì:

v(x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

[etXxe−tY ] = Xx− xY.

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî åñòåñòâåííåå ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåíòû ïðî-
ñòðàíñòâà Γ(L) íå êàê ñóììû, à êàê ðàçíîñòè ëåâî- è ïðàâî-èíâàðèàíòíûõ
ñå÷åíèé.

Ïðîñòðàíñòâî Γ(L) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ×åðíà ðàñ-
ñëîåíèÿ L ïî îäíîìó èç êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Âîçüì¼ì d îáùèõ ñå÷åíèé
v1, . . . , vd ∈ Γ(L). Òîãäà i−òûé êëàññ ×åðíà � ýòî i−òûé öèêë âûðîæäå-
íèÿ òàêèõ ñå÷åíèé. Áîëåå òî÷íî, ïåðâûé êëàññ ×åðíà S1(L) ⊂ G ñîñòîèò
èç âñåõ òî÷åê g ∈ G, ãäå d ñå÷åíèé v1(g), . . . , vd(g) ëèíåéíî çàâèñèìû, S2(L)

� èç âñåõ òî÷åê, ãäå ïåðâûå d − 1 ñå÷åíèé v1(g), . . . , vd−1(g) çàâèñèìû, à
Si(L) � èç âñåõ òî÷åê, ãäå ïåðâûå d − i + 1 ñå÷åíèé v1(g), . . . , vd−i+1(g)

çàâèñèìû. Ýòî îïðåäåëåíèå ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò îäíî èç êëàññè÷åñêèõ
îïðåäåëåíèé êëàññîâ ×åðíà â êîìïàêòíîì ñëó÷àå (ñì. [17]). Åäèíñòâåí-
íàÿ ðàçíèöà â òîì, ÷òî ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå â îïðåäåëåíèè,
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íå ÿâëÿþòñÿ îáùèìè â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ñå÷åíèé. Îíè ÿâëÿþòñÿ îáùè-
ìè ñå÷åíèÿìè âíóòðè ñïåöèàëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Γ(L). Åñëè îïóñòèòü
ýòî îãðàíè÷åíèå è ïðèìåíèòü êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå, òî ðåçóëüòàò áó-
äåò òðèâèàëüíûì, ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå L òîïîëîãè÷åñêè òðèâèàëüíî. Â
íåêîòîðîì ñìûñëå, êëàññû ×åðíà áóäóò â ýòîì ñëó÷àå ñèäåòü íà áåñêî-
íå÷íîñòè (òî÷íûé ñìûñë áóäåò ÿñåí èç âòîðîé ÷àñòè ýòîãî ðàçäåëà). Öåëü
ìîåãî îïðåäåëåíèÿ � âûòÿíóòü èõ îáðàòíî â êîíå÷íóþ ÷àñòü.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ìû ïîëó÷èì ñåìåéñòâî Si(L)

ïîäìíîãîîáðàçèé Si(L), ïàðàìåòðèçîâàííîå íàáîðàìè èç i ýëåìåíòîâ ïðî-
ñòðàíñòâà Γ(L). Â êîìïàêòíîì ñëó÷àå, âñå îáùèå ïðåäñòàâèòåëè àíàëîãè÷-
íîãî ñåìåéñòâà ïðåäñòàâëÿëè áû îäèí è òîò æå êëàññ â êîëüöå êîãîìîëîãèé
(òî åñòü áûëè áû äâîéñòâåííû ïî äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå îäíîìó è òî-
ìó æå êëàññó êîãîìîëîãèé). Òî æå ñàìîå âåðíî è çäåñü, åñëè èñïîëüçîâàòü
êîëüöî óñëîâèé êàê àíàëîã êîëåö êîãîìîëîãèé â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå.
Ýòî è ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì ñëåäóþùåé ëåììû. Çàìåòèì, ÷òî ñå÷åíèÿ
v1, . . . , vd ∈ Γ(L) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ d âåêòîðàìè A1, . . . , Ad ∈ V⊕V .

Ëåììà 3.6. Äëÿ âñåõ íàáîðîâ A1, . . . , Ad èç íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïëîò-
íîãî ïîäìíîæåñòâà â (V ⊕V )d êëàññ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ
Si(L) â êîëüöå óñëîâèé C∗(G) îäèí è òîò æå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà � ðàññìîòðåòü çàìûêàíèÿ ïîä-
ìíîãîîáðàçèé π(Si(L)) â ïîäõîäÿùåé ýêâèâàðèàíòíîé êîìïàêòèôèêàöèè
XL (ñì. îïðåäåëåíèå êîìïàêòèôèêàöèè XL â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå). Îíè
ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ â êîëüöå êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ XL

ïî íåïðåðûâíîñòè. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îíè èìåþò íå ñëèøêîì áîëü-
øèå ïåðåñå÷åíèÿ ñ G × G-îðáèòàìè â XL, òî åñòü êîðàçìåðíîñòü ïåðåñå-
÷åíèÿ ñ êàæäîé îðáèòîé â ýòîé îðáèòå ìåíüøå ëèáî ðàâíà êîðàçìåðíîñòè
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Si(L) â G. Òîãäà èç òåîðåìû Êëåéìàíà î òðàíñâåðñàëüíîñòè áóäåò ñëåäî-
âàòü, ÷òî Si(L) ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ òàêæå è â C∗(G). ×òîáû
äîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèÿ íå ñëèøêîì âåëèêè, ÿ ñâåäó âñ¼ ê ñëó÷àþ ýêâè-
âàðèàíòíîãî ðàññëîåíèÿ íàä GL(V ), ñîîòâåòñòâóþùåãî òàâòîëîãè÷åñêîìó
ïðåäñòàâëåíèþ.

Ñíà÷àëà îïèøåì âñå ëåâî- è ïðàâî-èíâàðèàíòíûå ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ
ðàññëîåíèÿ L. Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå π : G → End(V ), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ L. Ëþáîé âåêòîð X ∈ V îïðåäåëÿåò ïðàâî-
èíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå vr(g) = X êàê â äîêàçàòåëüñòâå Ïðåäëîæåíèÿ 3.3.
Òîãäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî ëþáîå ëåâî-èíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå vl çàäà¼òñÿ ôîð-
ìóëîé vl(g) = π(g)Y äëÿ Y ∈ V . Ïîýòîìó ëþáîå ñå÷åíèå v = vl − vr, ïðè-
íàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó Γ(L) ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàê v(g) = π(g)X−Y

äëÿ íåêîòîðûõ X,Y ∈ V . Çàïèøåì ñå÷åíèÿ v1, . . . , vd â òàêîé ôîðìå:
v1(g) = π(g)X1 − Y1, . . . , vd(g) = π(g)Xd − Yd.

Òåïåðü îïèøåì Si(L). Ïðåæäå âñåãî ÿñíî, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si(L)

çàâèñÿò òîëüêî îò âûáîðà ôëàãà F = {Λ1 ⊂ . . . ⊂ Λd ⊂ V ⊕V }, ãäå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Λj ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòàìè A1, . . . , Aj. Íàïðèìåð, S1 çàâèñèò
òîëüêî îò ïîäïðîñòðàíñòâà Λn ⊂ V ⊕V . Ðàññìîòðèì ãðàôèê Λg îïåðàòîðà
π(g) â V ⊕ V . Ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d, ñîñòîÿùåå èç âåêòî-
ðîâ (X, π(g)X), ãäå X ∈ V . Òîãäà g ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Si(L) (òî
åñòü âåêòîðû v1(g) = π(g)X1− Y1, . . . , vd(g) = π(g)Xn−i+1− Yn−i+1 ëèíåéíî
çàâèñèìû) åñëè è òîëüêî åñëè ïîäïðîñòðàíñòâà Λg è Λd−i+1 èìåþò íåíóëå-
âîå ïåðåñå÷åíèå. Èç ýòîãî òàêæå ñëåäóåò òàêîå ñîîòíîøåíèå. Ðàññìîòðèì
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå Ud íàä GL(V ), ñâÿçàííîå ñ òàâòîëîãè÷åñêèì ïðåä-
ñòàâëåíèåì ãðóïïû GL(V ) íà ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà Si(L) � ïðîîáðàç
ìíîãîîáðàçèÿ Si(Ud) ïðè îòîáðàæåíèè π : G → GL(V ):

Si(L) = π−1(Si(Ud)).



46

Çàìåòèì, ÷òî òàêîå æå ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî äëÿ îáû÷íûõ êëàññîâ ×åð-
íà â êîìïàêòíîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó âåêòîðíîå ðàññëîåíèå L ÿâëÿåòñÿ îá-
ðàòíûì îáðàçîì ðàññëîåíèÿ Ud.

Äîêàæåì Ëåììó 3.6 äëÿ ãðóïïû GL(V ) è âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ L =

Ud. Â ýòîì ñëó÷àå, Si(Ud) ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ g ∈ GL(V ), òàêèõ ÷òî
ãðàôèê îïåðàòîðà g â V ⊕V èìååò íåíóëåâîå ïåðåñå÷åíèå ñ Λd−i+1. Âîçüì¼ì
äðóãîé ôëàã F ′ = {Λ′1 ⊂ . . . ⊂ Λ′d} è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå åìó
ïîäìíîãîîáðàçèÿ S ′i(Ud). ßñíî, ÷òî åñëè ïîäïðîñòðàíñòâà Λi è Λ′i � îáùèå,
íàïðèìåð, êàæäîå èç íèõ ïåðåñåêàåò V1 è V2 òîëüêî ïî íóëþ, òî ñóùåñòâóåò
îïåðàòîð h = (h1, h2) ∈ GL(V1) × GL(V2), òàêîé ÷òî h(Λi) = Λ′i äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , d. Ïîýòîìó ïîäìíîãîîáðàçèå S ′i, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ôëàãà
F ñîâïàäàåò ñî ñäâèãîì h1Si(Ud)h2 ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si(Ud), ïîñòðîåííîãî
ñ ïîìîùüþ ôëàãà F ′. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ
â êîëüöå óñëîâèé ãðóïïû GL(V ).

Çàìå÷àíèå 3.7. Åñòü äðóãîå îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé Si(Ud) è Si(L). Îïðå-
äåëèì îïåðàòîð A ∈ GL(V ), ïîëîæèâ A(Xi) = Yi. Îáîçíà÷èì çà V i ïîäïðî-
ñòðàíñòâî â V , ïîðîæä¼ííîå ýëåìåíòàìè X1, . . . , Xi (òî åñòü V i � ïðîåêöèÿ
ïîäïðîñòðàíñòâà Λi íà ïåðâîå ñëàãàåìîå â V ⊕V ). Äëÿ êàæäîãî g ∈ G ðàñ-
ñìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîð (π(g) − A). ßñíî, ÷òî Si(L) ñîñòîèò èç âñåõ
òàêèõ ýëåìåíòîâ g ∈ G, ÷òî îïåðàòîð (π(g)−A), îãðàíè÷åííûé íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî V i, èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî. Â ÷àñòíîñòè, ïîäìíîãîîáðàçèå
S1(L) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì det(π(g)− A) = 0. Àíàëîãè÷íî, Si(Ud) ñîñòîèò
èç âñåõ ýëåìåíòîâ x ∈ GL(V ), òàêèõ ÷òî îïåðàòîð (x− A), îãðàíè÷åííûé
íà ïîäïðîñòðàíñòâî V i èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî.

Òåïåðü ìû çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.6. Èç òåîðåìû Êëåéìàíà
î òðàíñâåðñàëüíîñòè, ïðèìåí¼ííîé ê ãðàññìàííèàíó G(d, 2d) (ñì. Ïðèìåð
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2(a)), ñëåäóåò, ÷òî åñëè h1 è h2 � îáùèå, òî ïîäìíîãîîáðàçèå h1Si(Ud)h2

ïåðåñåêàåò GL(V )×GL(V )-îðáèòû â G(d, 2d) òðàíñâåðñàëüíî. Ýòîò ôàêò â
êîìáèíàöèè ñ ñîîòíîøåíèåì Si(L) = π−1(Si(Ud)) äà¼ò óòâåðæäåíèå Ëåììû
3.6 äëÿ G è L.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñåìåéñòâî Si(L) ïîäìíîãîîáðàçèé
Si(L) ⊂ G, ïàðàìåòðèçîâàííîå ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà (V ⊕ V )d äà¼ò
êîððåêòíî îïðåäåë¼ííûé êëàññ [Si(L)] â êîëüöå óñëîâèé C(G).

Çàìå÷àíèå 3.8. Åñòü òàêæå ñëåäóþùèé êðèòåðèé âûáîðà îáùåãî Si(L).
Êëàññ äàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si(L) â êîëüöå óñëîâèé ñîâïàäàåò ñ
[Si(L)], åñëè è òîëüêî åñëè çàìûêàíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si(L) â XL ïåðå-
ñåêàåò âñå G×G-îðáèòû ïî ïîäìíîãîîáðàçèÿì êîðàçìåðíîñòè i â îðáèòå.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè L � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, òî äëÿ îáùåãî Si(TG)

çàìûêàíèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ Ad(Si(TG)) â ÷óäåñíîé êîìïàêòèôèêàöèè ïå-
ðåñåêàåò âñå îðáèòû òðàíñâåðñàëüíî (ñì. Ïðèìåð 1).

Îïðåäåëåíèå 1. Êëàññ [Si(L)] ∈ C∗(G), çàäàííûé ñåìåéñòâîì Si(L),
íàçûâàåòñÿ i-òûì êëàññîì ×åðíà ðàññëîåíèÿ L ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå
óñëîâèé.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ïîä Si(L) ÿ âñåãäà áóäó èìåòü â âèäó ïîäìíîãîîáðàçèå
èç ñåìåéñòâà Si(L), êëàññ êîòîðîãî â êîëüöå óñëîâèé ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
×åðíà [Si(L)].

Âëîæåíèÿ â ãðàññìàííèàíû. Äëÿ ýêâèâàðèàíòíîãî âåêòîðíîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ ÿ ïîñòðîþ ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå ãðóïïû G â íåêîòîðûé
ãðàññìàííèàí. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèÿ
L ñâÿçàíû ñ îáû÷íûìè êëàññàìè ×åðíà íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ
íàä ýêâèâàðèàíòíîé êîìïàêòèôèêàöèåé ãðóïïû G.
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Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî π : G → End(V ) � âëîæåíèå. Ñ êàæ-
äûì g ∈ G ìîæíî ñâÿçàòü ãðàô Λg ⊂ V ⊕ V îïåðàòîðà π(g). Ýòî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè d ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ (X, π(g)X), ãäå X ∈ V .
Ñëåäîâàòåëüíî, åñòü îòîáðàæåíèå ϕL èç ãðóïïû G â ãðàññìàííèàí G(d, 2d),
ñîñòîÿùèé èç d-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â 2d-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå

ϕL : G → G(d, 2d); ϕL : g 7→ Λg.

Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åíèå íà ϕL(G) ' G òàâòîëîãè÷åñêîãî ôàêòîððàññëî-
åíèÿ íàä G(d, 2d) èçîìîðôíî ðàññëîåíèþ L.

Çàìå÷àíèå 3.9. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîâòîðÿåò ñëåäóþùóþ õîðîøî èçâåñò-
íóþ êîíñòðóêöèþ (ñì. [17]). Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, S � âåêòîð-
íîå ðàññëîåíèå ðàíãà d íàä M , è Γ(S) � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè N

â ïðîñòðàíñòâå âñåõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ S. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
â êàæäîé òî÷êå x ∈ M ñå÷åíèÿ èç Γ(S) ïîðîæäàþò ñëîé ðàññëîåíèÿ S â
òî÷êå x. Òîãäà ìîæíî îòîáðàçèòü M â ãðàññìàííèàí G(N−d,N), ñîïîñòà-
âèâ êàæäîé òî÷êå x ∈ M ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ ñå÷åíèé èç Γ(L), êîòîðûå
îáðàùàþòñÿ â íóëü â x. ßñíî, ÷òî âåêòîðíîå ðàññëîåíèå S ñîâïàäàåò ñ îá-
ðàòíûì îáðàçîì òàâòîëîãè÷åñêîãî ôàêòîððàññëîåíèÿ íàä ãðàññìàííèàíîì
G(N − d,N).

Îáîçíà÷èì çà XL çàìûêàíèå îáðàçà ϕL(G) â G(d, 2d). Ýòî ïðîåêòèâ-
íîå ìíîãîîáðàçèå ýêâèâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G × G,
ïðèõîäÿùåãî èç ïðåäñòàâëåíèÿ π ⊕ π íà ïðîñòðàíñòâå V ⊕ V . À èìåííî,
ýëåìåíò (g1, g2) ∈ G×G ïåðåâîäèò ïîäïðîñòðàíñòâî Λ ⊂ V ⊕ V â ïîäïðî-
ñòðàíñòâî (π(g1), π(g2))(Λ). Îòêðûòàÿ ïëîòíàÿ G×G-îðáèòà â XL î÷åâèäíî
èçîìîðôíà π(G) ' G.
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Ïðèìåð 1 (Âëîæåíèå Äåìàçþðà). Ïóñòü G � ãðóïïà ïðèñîåäèí¼ííî-
ãî òèïà, è ïóñòü π � å¼ ïðèñîåäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå íà àëãåáðå Ëè g.
Òîãäà, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå L ñîâ-
ïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì ðàññëîåíèåì ãðóïïû G. Ñîîòâåòñòâóþùåå âëîæåíèå
ϕL : G → G(n, g⊕ g) ñîâïàäàåò ñ âëîæåíèåì, ïîñòðîåííûì Äåìàçþðîì [4].
Êîíñòðóêöèÿ Äåìàçþðà óñòðîåíà òàê. Ýëåìåíò x ∈ G ïåðåõîäèò â àëãåáðó
Ëè ñòàáèëèçàòîðà ýëåìåíòà x ïðè ñòàíäàðòíîì äåéñòâèè ãðóïïû G × G.
Íàïðèìåð, åäèíè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäèò â àëãåáðó Ëè g ⊂ g⊕ g, âëîæåí-
íóþ äèàãîíàëüíî. Òîãäà ñîïðÿæåíèå ýëåìåíòîì (g1, g2) ∈ G×G ïåðåâîäèò
àëãåáðó Ëè g ⊂ g⊕ g â àëãåáðó Ëè ñòàáèëèçàòîðà ýëåìåíòà g1g

−1
2 . Òåïåðü

ëåãêî âèäåòü, ÷òî âëîæåíèå ϕL è âëîæåíèå Äåìàçþðà ñîâïàäàþò. Êîì-
ïàêòèôèêàöèÿ XL â ýòîì ñëó÷àå èçîìîðôíà ÷óäåñíîé êîìïàêòèôèêàöèè
ãðóïïû G [4].

Ïðèìåð 2. a) Ïóñòü G � ãðóïïà GL(V ), è ïóñòü π � å¼ òàâòîëîãè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå â ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè d. Òîãäà ϕL � âëîæåíèå
ãðóïïû GL(V ) â ãðàññìàííèàí G(d, 2d). Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè ýòèõ
ìíîãîîáðàçèé ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòèôèêàöèÿ XL ñîâïàäàåò
ñ G(d, 2d).

b) Âîçüì¼ì ãðóïïó SL(V ) âìåñòî GL(V ) â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå. Å¼
êîìïàêòèôèêàöèÿ XL � ãèïåðïîâåðõíîñòü â ãðàññìàííèàíå G(d, 2d), êîòî-
ðóþ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì âëîæåíèå Ïëþêêåðà
p : G(d, 2d) → P(Λd(V1 ⊕ V2)) (çäåñü V1 è V2 � äâå êîïèè ïðîñòðàíñòâà V ).
Òîãäà p(XL) � ñïåöèàëüíîå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå îáðàçà p(G(d, 2d)). À
èìåííî, ðàçëîæåíèå V1⊕V2 äà¼ò ðàçëîæåíèå âíåøíåé ñòåïåíè Λd(V1⊕V2)

â ïðÿìóþ ñóììó. Ýòà ñóììà ñîäåðæèò äâà îäíîìåðíûõ ñëàãàåìûõ p(V1) è
p(V2) (êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïðÿìûå â Λd(V1 ⊕ V2)). Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà â Λd(V1 ⊕ V2) èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î åãî ïðîåêöèÿõ
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íà p(V1) è p(V2). Íà V1 è V2 åñòü äâå ñïåöèàëüíûõ n-ôîðìû, ñîõðàíÿå-
ìûõ ãðóïïîé SL(V ). Ýòè ôîðìû îïðåäåëÿþò äâå 1-ôîðìû l1 è l2 íà p(V1)

è íà p(V2), ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ãèïåðïëîñêîñòü H â Λd(V1 ⊕ V2),
ñîñòîÿùóþ èç âñåõ âåêòîðîâ v, òàêèõ ÷òî ëèíåéíûå ôóíêöèè l1, l2 ïðèíè-
ìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà ïðîåêöèÿõ âåêòîðà v íà p(V1) è íà p(V2),
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî p(XL) = p(G(d, 2d)) ∩ P(H).

Îáîçíà÷èì çà LX îãðàíè÷åíèå íà XL òàâòîëîãè÷åñêîãî ôàêòîððàññëîå-
íèÿ Ud íàä ãðàññìàííèàíîì G(d, 2d). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî XL ãëàäêî. Ïóñòü
c1, . . . , cd ∈ H∗(XL) � ïîäìíîãîîáðàçèÿ äâîéñòâåííûå ê êëàññàì ×åðíà
ðàññëîåíèÿ LX . Èõ ÿ òàêæå áóäó íàçûâàòü êëàññàìè ×åðíà.

Ïðåäëîæåíèå 3.10. Êëàññ ãîìîëîãèé çàìûêàíèÿ îáðàçà ϕL(Si(L)) â XL

ñîâïàäàåò ñ i-òûì êëàññîì ×åðíà ðàññëîåíèÿ LX :

[ϕL(Si(L))] = ci(XL).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèÿ LX ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ XL ñ êëàññàìè ×åðíà ðàññëîåíèÿ Ud. Ïîñëåäíèå
èìåþò óäîáíûõ ïðåäñòàâèòåëåé C1, . . . , Cd, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíè-
ÿìè íåêîòîðûõ öèêëîâ Øóáåðòà, ïîñòðîåííûõ ïî ïðîèçâîëüíîìó ÷àñòè÷-
íîìó ôëàãó F = {Λ1 ⊂ . . . Λd ⊂ V ⊕ V } (ñì. [17]). À èìåííî, Ci ñîñòîèò
èç âñåõ ïîäïðîñòðàíñòâ Λ ∈ G(d, 2d), òàêèõ ÷òî ïåðåñå÷åíèå Λ ∩ Λn−i+1

íåòðèâèàëüíî, òî åñòü èìååò ðàçìåðíîñòü ïî êðàéíåé ìåðå 1. Äëÿ îáùå-
ãî ôëàãà F ïåðåñå÷åíèå Ci ∩ XL òðàíñâåðñàëüíî ïî òåîðåìå Êëåéìàíà î
òðàíñâåðñàëüíîñòè, ïðèìåí¼ííîé ê îäíîðîäíîìó ïðîñòðàíñòâó G(d, 2d), è
ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò i-òûé êëàññ ×åðíà ìíîãîîáðàçèÿ XL. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, Ci ∩ ϕL(G) ñîâïàäàåò ñ ϕL(Si(L)).
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Ñâîéñòâà êëàññîâ ×åðíà ðåäóêòèâíûõ ãðóïï. Ñëåäóþùàÿ ëåì-
ìà ñ÷èòàåò ðàçìåðíîñòè êëàññîâ ×åðíà. Îíà òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè
äåéñòâèå ãðóïïû π(G) íà V íå òðàíçèòèâíî, òî ñòàðøèå êëàññû ×åðíà àâ-
òîìàòè÷åñêè îáðàùàþòñÿ â íóëü. Îáîçíà÷èì çà d(π) ðàçìåðíîñòü îáùåé
îðáèòû ãðóïïû π(G) â V . Â ÷àñòíîñòè, åñëè π(G) äåéñòâóåò íà V òðàíçè-
òèâíî, òî d(π) = d.

Ëåììà 3.11. Åñëè i > d(π), òî Si(L) ïóñòî, à åñëè i ≤ d(π), òî ðàçìåð-
íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Si(L) ðàâíà n− i.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå D ⊂ V ⊕ V âñåõ ãðàôîâ Λg

äëÿ g ∈ G. ßñíî, ÷òî D ñîñòîèò èç âñåõ ïàð (X,Y ) ∈ V ⊕ V , òàêèõ ÷òî X

è Y ëåæàò â îäíîé îðáèòå ïðè äåéñòâèè π(G). Òî åñòü, åñëè G äåéñòâóåò
òðàíçèòèâíî íà V , òî D = V ⊕ V . Ïîýòîìó êîðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà D

ðàâíà êîðàçìåðíîñòè d− d(π) îáùåé îðáèòû â V . Â ìî¼ì ãëàâíîì ïðèìå-
ðå, êîãäà π � ïðèñîåäèí¼ííîå ïðåäñòàâëåíèå, êîðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà
D ðàâíà ðàíãó ãðóïïû G. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ìíîæåñòâî D � êîíóñ ñ
âåðøèíîé â íóëå (òî åñòü âìåñòå ñ êàæäîé òî÷êîé îíî ñîäåðæèò ïðÿìóþ
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ýòó òî÷êó). Ïîñêîëüêó Λd−i+1 �
îáùåå âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ D ∩ Λd−i+1

ðàâíà d(π)− i + 1, åñëè i ≤ d(π). Â ÷àñòíîñòè, åñëè i = d(π), òî D ∩Λd−i+1

ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ïðÿìûõ, ÷èñëî êîòîðûõ ðàâíî ñòåïåíè ìíîæåñòâà
D. Åñëè i > d(π), òî D ∩ Λd−i+1 ñîäåðæèò òîëüêî íà÷àëî êîîðäèíàò. Ñëå-
äîâàòåëüíî, åñëè i > d(π), òî Sn−i+1(L) ïóñòî. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
i ≤ d(π). Åñëè g ïðèíàäëåæèò Si(L) íî íå ïðèíàäëåæèò Si+1(L), òî ñó-
ùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäèí (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè) ýëåìåíò
A = (X, Y ) ∈ D ∩ Λd−i+1, òàêîé ÷òî A ∈ Λg. Îáîçíà÷èì çà lA ïðÿìóþ
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ïîðîæä¼ííóþ A. Ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå

p : Si(L) \ Si+1(L) → P(D ∩ Λd−i+1); p : g 7→ lA.

Ïðîîáðàç p−1(lA) ñîñòîèò èç âñåõ g ∈ G, òàêèõ ÷òî π(g)X = Y . Ñëåäî-
âàòåëüíî, îí èçîìîðôåí ñòàáèëèçàòîðó ýëåìåíòà X ïðè äåéñòâèè π(G).
Ïîëó÷àåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ Si(L) ðàâíà dim P(D∩Λd−i+1)+

dim p−1(lA) = n− i.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, âòîðàÿ ÷àñòü Ëåììû 3.11 ñðàçó ñëåäóåò èç Çàìå-
÷àíèÿ 3.7 â ñî÷åòàíèè ñ òåîðåìîé Êëåéìàíà î òðàíñâåðñàëüíîñòè, åñëè
ïîêàçàòü, ÷òî Si íåïóñòî. Îäíàêî, èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà
ìîæíî åù¼ âûâåñòè òàêîå ñëåäñòâèå. Îáîçíà÷èì çà H ⊂ G ñòàáèëèçàòîð
îáùåãî ýëåìåíòà â V .

Ñëåäñòâèå 3.12. Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî Ui ⊂
Si(L), òàêîå ÷òî Ui ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ñëîåíèåì, ñëîè êîòîðîãî ñîâïàäàþò
ñî ñäâèãàìè ïîäãðóïïû H. Çäåñü ïî÷òè îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ðàçíûõ
ñëî¼â âñåãäà ëåæèò â Si+1(L) ⊂ Si(L). Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäíèé êëàññ
×åðíà Sd(π)(L) ñîâïàäàåò ñ íåñâÿçíûì îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ ñäâèãîâ
ïîäãðóïïû H. Èõ ÷èñëî ðàâíî ñòåïåíè îáùåé îðáèòû ãðóïïû G â V .

Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñòåïåíü ìíîæåñòâà D â
V ⊕V (ñì. äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.11) ðàâíà ñòåïåíè îáùåé îðáèòû ãðóï-
ïû G â V .

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü L � êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Òîãäà ñòàáèëèçàòîð
îáùåãî ýëåìåíòà â g ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì òîðîì â G. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïîñëåäíèé êëàññ ×åðíà Sn−k(TG) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåñêîëüêèõ
ñäâèãîâ òîðà.

Êëàññû ×åðíà ýêâèâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèé íàä G ñîõðàíÿþò ìíîãèå
ñâîéñòâà îáû÷íûõ êëàññîâ ×åðíà. Ýòè ñâîéñòâà ïåðå÷èñëåíû íèæå.
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• Îáðàùåíèå â íóëü. Åñëè i > d, òî êëàññ ×åðíà [Si(L)] îáðàùàåòñÿ
â íóëü. Êàê ñëåäóåò èç Ëåììû 3.11 âåðíî áîëåå òî÷íîå óòâåðæäåíèå.
Åñëè i > d(π), òî êëàññ ×åðíà [Si(L)] îáðàùàåòñÿ â íóëü.

• Ðàçìåðíîñòè. Åñëè i ≤ d(π), òî i-òûé êëàññ ×åðíà [Si(L)] èìååò
êîðàçìåðíîñòü i (ñì. Ëåììó 3.11). Â êîìïàêòíîì ñëó÷àå Îïðåäåëåíèå
1 áûëî áû ñêîðåå îïðåäåëåíèåì öèêëîâ ãîìîëîãèé äâîéñòâåííûõ ê
îáû÷íûì êëàññàì ×åðíà. Êëàññ [Si(L)] òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë íà Ci(G): íà êàæäîì öèêëå Y ∈ C∗(G)

ðàçìåðíîñòè i êëàññ ×åðíà Si(L) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå (Si(L), Y ).

Îñòàëüíûå ñâîéñòâà ïðÿìî ñëåäóþò èç îïèñàíèÿ êëàññîâ ×åðíà, äàí-
íîãî â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû 3.6.

• Îáðàòíûé îáðàç. Ïóñòü ϕ : G1 → G2 � ãîìîìîðôèçì äâóõ ðåäóê-
òèâíûõ ãðóïï G1 è G2, è L � ýêâèâàðèàíòíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
íà G2, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèþ π. Îáðàòíûé îáðàç ϕ∗L �
ýêâèâàðèàíòíîå ðàññëîåíèå íà G1, ñâÿçàííîå ñ ïðåäñòàâëåíèåì π ◦ϕ.
Òîãäà êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèé L è ϕ∗L ñâÿçàíû òàêèì îáðàçîì:

[Si(ϕ
∗L)] = ϕ−1[Si(L)].

Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ê ãîìîìîðôèçìó π : G → π(G).
Ïîëó÷èì, ÷òî åñëè ïðåäñòàâëåíèå π : G → End(V ), ñâÿçàííîå ñ âåê-
òîðíûì ðàññëîåíèåì L èìååò íåòðèâèàëüíîå ÿäðî, òî êëàññû ×åðíà
Si(L) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ ñëåâà è ñïðàâà íà ýëå-
ìåíòû ÿäðà.

• Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L èìååò ðàíã 1. Òîãäà
L ñîîòâåòñòâóåò õàðàêòåðó π : G → C∗. Ïåðâûé êëàññ ×åðíà ðàññëî-
åíèÿ L ñîâïàäàåò ñ êëàññîì ãèïåðïîâåðõíîñòè {π(g) = 1}.
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3.4 Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1 (ôîðìóëà
ïðèñîåäèíåíèÿ)

Â ýòîì ðàçäåëå ÿ áóäó èñïîëüçîâàòü òîëüêî êëàññû ×åðíà Si = Si(TG)

êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâà Áåðíøòåéíà

ôîðìóëû (1) â òîðè÷åñêîì ñëó÷àå. ß áóäó èñïîëüçîâàòü òå æå èäåè.
Îáîçíà÷èì çà f ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, îïðåäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü

H, òî åñòü H = {x ∈ End(V ) : f(x) = C} äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C.
Èç íåêîìïàêòíîé òåîðèè Ìîðñà [18] ñëåäóåò, ÷òî (−1)n−1χ(π) ðàâíî ÷èñëó
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f , îãðàíè÷åííîé íà π(G) (â [22] ìîæíî íàéòè
íåñêîëüêî äîêàçàòåëüñòâ â òî÷íîñòè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàçíûìè ìåòîäà-
ìè). Äàâàéòå âûðàçèì ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ÷åðåç ñòåïåíè êëàññîâ
×åðíà π(Si).

Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ v1, . . . , vn íà G áûëè çàäàíû ôîðìó-
ëîé vi(g) = Xig − gYi. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðåäñòàâëåíèÿ π ãðóïïû
G ïðÿìûå îáðàçû π∗vi êîððåêòíî îïðåäåëåíû (îíè çàäàþòñÿ ôîðìóëîé
dπ(Xi)π(g)−π(g)dπ(Yi), ãäå dπ : g → End(V ) � ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå)
è ìîãóò áûòü î÷åâèäíûì îáðàçîì ïðîäîëæåíû äî ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé íà âñ¼ì ïðîñòðàíñòâå End(V ). À èìåííî, äëÿ x ∈ End(V ) ïîëîæèì
π∗vi(x) = dπ(Xi)x− xdπ(Yi).

Äîïóñêàÿ âîëüíîñòü â îáîçíà÷åíèÿõ, ÿ îáîçíà÷ó π∗vi òàêæå çà vi è áóäó
ïèñàòü Si âìåñòî π(Si) íà ïðîòÿæåíèè âñåãî äîêàçàòåëüñòâà.

Ïîñêîëüêó S1 èìååò êîðàçìåðíîñòü 1 â G, âñåãäà ìîæíî âûáðàòü ãè-
ïåðïëîñêîñòü H òàê, ÷òîáû âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè f , îãðàíè-
÷åííîé íà G, ëåæàëè âíå S1. ßñíî, ÷òî êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x

óäîâëåòâîðÿåò n ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèÿì âèäà f(vi(x)) = 0. Îáðàòíîå
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òàêæå âåðíî äëÿ òî÷åê âíå S1, ïîñêîëüêó âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ âåêòîðíûå
ïîëÿ v1, . . . , vn ïîðîæäàþò êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê G. Îáîçíà÷èì çà
Vn(f) âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè f(vi(x)) = 0, ãäå
i = 1, . . . , n. Îíî èìååò êîðàçìåðíîñòü n. Îáîçíà÷èì çà S(f) ìíîæåñòâî
âñåõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè f , îãðàíè÷åííîé íà G. Ìû âûÿñíèëè,
÷òî S(f) = G ∩ Vn(f) \ S1 ∩ Vn(f). Îêàçûâàåòñÿ, åñëè f � îáùàÿ, òî âñå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ G ∩ Vn(f) òðàíñâåðñàëüíû, è èõ ÷èñëî ðàâíî ñòåïåíè
ãðóïïû G. Áîëåå òîãî, âåðíî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3.13. Äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî Vi(f) ⊂
End(V ) êîðàçìåðíîñòè i, çàäàííîå i óðàâíåíèÿìè f(v1(x)) = . . . =

f(vi(x)) = 0. Åñëè f � îáùàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, òî
1) âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ â Sn−i ∩ Vi(f) òðàíñâåðñàëüíû, è èõ ÷èñëî

ðàâíî ñòåïåíè ïîäìíîãîîáðàçèÿ Sn−i;
2) ïåðåñå÷åíèå Sn−i+2 ∩ Vi(f) ïóñòî (èëè äðóãèìè ñëîâàìè, âñå òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ Sn−i+1 ∩ Vi(f) ëåæàò âíå Sn−i+2).

Îòëîæèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû äî ñëåäóþùåãî ïîäðàçäåëà. Èç
ëåììû ñëåäóåò, ÷òî #S(f) = degG − #(S1 ∩ Vn(f)). Îñòàëîñü âû÷èñëèòü
#(S1 ∩ Vn(f)). Çäåñü ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü èíäóêöèþ. Äåéñòâèòåëüíî,
âòîðàÿ ÷àñòü Ëåììû 3.13 íåìåäëåííî âëå÷¼ò çà ñîáîé, ÷òî ïåðåñå÷åíèå
Sn−i+1∩Vi(f) ñîâïàäàåò ñ ðàçíîñòüþ Sn−i+1∩Vi−1(f)\Sn−i+2∩Vi−1. Òàêèì
îáðàçîì, #(S1∩Vn(f)) = deg(S1)−#(S2∩Vn−1(f)), è ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü
äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùóþ ôîðìóëó

#S(f) =
n−k∑
i=0

(−1)n−i+1#(Si ∩ Vn−i(f)).

Ïî Ëåììå 3.13 ÷èñëî #(Si ∩ Vn−i(f)) ðàâíî deg(Si). Ýòî çàâåðøàåò äîêà-
çàòåëüñòâî Òåîðåìû 3.1.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.13. Ñíà÷àëà ÿ ðàññìîòðþ áîëåå îáùóþ ñè-
òóàöèþ. Ïóñòü X ⊂ W � íåïðèâîäèìîå çàìêíóòîå àôôèííîå ìíîãîîá-
ðàçèå â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå W = CN , è ïóñòü l1(x), . . . , lm(x) � ýòî
m ëèíåéíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà W . Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå àíàëîãè÷íî
Ëåììå 3.13 è âûïîëíÿåòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ l1, . . . , lm,
îãðàíè÷åííûå íà X, íå ñëèøêîì âûðîæäàþòñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî
ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü òàê. Îáîçíà÷èì çà CX ⊂ W àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ
ìíîãîîáðàçèÿ X, òî åñòü êîíè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ïðîåêòèâèçàöèÿ êîòî-
ðîãî â P(CX) ⊂ CPN−1 ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ïî Çàðèññêîìó ìíîãîîáðàçèÿ
X â CPN . Çà Xi ⊂ W îáîçíà÷èì i-òûé öèêë âûðîæäåíèÿ âåêòîðíûõ ïîëåé
l1, . . . , lm, òî åñòü Xi = {x ∈ W : l1(x), . . . , lm−i+1(x) ëèíåéíî çàâèñèìû}.

Ïðåäëîæåíèå 3.14. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) â êàæäîé òî÷êå x ∈ Xi ∩X ïåðåñå÷åíèå êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ

TxXi è TxX èìååò êîðàçìåðíîñòü ïî êðàéíåé ìåðå i â TxX,
2) ïåðåñå÷åíèå Xi ∩CX èìååò êîðàçìåðíîñòü ïî êðàéíåé ìåðå i â CX .
Äëÿ îáùåé ëèíåéíîé ôóíêöèè f íà W ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî Vf ⊂ CPN êîðàçìåðíîñòè m, çàäàííîå óðàâíåíèÿìè f(l1(x)) =

. . . = f(lm(x)) = 0. Òîãäà

1. Åñëè dim X = m, òî âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ X∩Vf òðàíñâåðñàëüíû,
è èõ ÷èñëî ðàâíî ñòåïåíè ìíîãîîáðàçèÿ X, òî åñòü #(X ∩ Vf ) =

degX.

2. Åñëè dim X < m, òî X ∩ Vf ïóñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ îáùåé ôóíêöèè f ïîäïðî-
ñòðàíñòâî Vf íå ïåðåñåêàåò X íà áåñêîíå÷íîñòè, òî åñòü Vf ïåðåñåêàåò
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àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ ìíîãîîáðàçèÿ X òîëüêî â íóëå. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå D ⊂ W ∗ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé f íà W , òà-
êèõ ÷òî P(Vf ) ïåðåñåêàåò P(CX). Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü
ïîäìíîãîîáðàçèÿ D ìåíüøå ÷åì N . Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå äîïîë-
íåíèå ê D â W ∗ � îòêðûòîå ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî, è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f èç äîïîëíåíèÿ, ïîäïðîñòðàíñòâî Vf ïåðåñåêàåò CX òîëüêî â íóëå. Äàâàé-
òå îöåíèì ðàçìåðíîñòü ïîäìíîãîîáðàçèÿ D. Ðàññìîòðèì ïîäìíîãîîáðàçèå
D̃ ⊂ P(CX)×W ∗, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïàð (z, f), òàêèõ ÷òî P(Vf ) ñîäåðæèò z.
Òîãäà D � îáðàç ìíîãîîáðàçèÿ D̃ ïðè åãî ïðîåêöèè íà W ∗. Ïîýòîìó ðàç-
ìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ D ìåíüøå ëèáî ðàâíà ðàçìåðíîñòè D̃. Ôèëüòðàöèÿ
Xm ∩CX ⊂ Xm−1 ∩CX ⊂ . . . ⊂ X1 ∩CX ⊂ CX èíäóöèðóåò ôèëüòðàöèþ íà
P(CX). Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ìíîãîîáðàçèÿ D̃ íà P(CX). Ïðîîáðàç òî÷êè
z ∈ P((Xi\Xi+1)∩CX) èìååò ðàçìåðíîñòü N−m+i. Äåéñòâèòåëüíî, îí ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîäïðîñòðàíñòâîì â W ∗, çàäàííûì ëèíåéíîé ñèñòåìîé ðàíãà m−i

(êîòîðàÿ ñîñòîèò èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé f(l1(x)) = . . . = f(lm(x)) = 0).
Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ïðîîáðàçà ìíîæåñòâà P((Xi\Xi+1)∩CX) èìå-
åò ðàçìåðíîñòü íå áîëüøå ÷åì (N −m + i) + (m− i− 1) = N − 1. Ñëåäî-
âàòåëüíî ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ D̃ íå áîëüøå ÷åì N − 1.

Çàìåòèì, ÷òî òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò âòîðóþ ÷àñòü
Ïðåäëîæåíèÿ 3.14.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ X ∩ Vf òðàíñâåðñàëüíû
äëÿ îáùåé ôóíêöèè f . Ïåðâîå óñëîâèå Ïðåäëîæåíèÿ 3.14 âëå÷¼ò, ÷òî äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ X êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxX è Xi ïåðåñåêàþò äðóã
äðóãà òðàíñâåðñàëüíî. Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ê TxX ïåðâóþ ÷àñòü
äîêàçàòåëüñòâà Ïðåäëîæåíèÿ 3.14 è ïîëó÷èòü, ÷òî äëÿ îáùåé ôóíêöèè f

ïîäïðîñòðàíñòâà TxX è Vf ïåðåñåêàþò äðóã äðóãà â îäíîé òî÷êå.

×òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 3.13, ïðèìåíèì Ïðåäëîæåíèå
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3.14 ê W = End(V ), X = Si è âåêòîðíûì ïîëÿì l1 = v1, . . . , ln−i+1 = vn−i+1.
Íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ v1, . . . , vn è ñîîòâåòñòâó-
þùåå èì ïîäìíîãîîáðàçèå Si óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì íåâûðîæäåííî-
ñòè Ïðåäëîæåíèÿ 3.14. Ïåðâîå óñëîâèå ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû
3.6. Âòîðîå óñëîâèå òàêæå íåñëîæíî âûâåñòè èç òîãî, ÷òî ìû óæå äî-
êàçàëè. Îäíàêî, ÿ ïðèâåäó ïðÿìîå ñàìîäîñòàòî÷íîå äîêàçàòåëüñòâî. Îíî
îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó èäåÿ Áåðíøòåéíà ðàáîòàåò äëÿ ñóìì ëåâî- è ïðàâî-
èíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, õîòÿ è íå ðàáîòàåò, åñëè ìû áåð¼ì òîëüêî
ëåâî- (èëè òîëüêî ïðàâî-)èíâàðèàíòíûå ïîëÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî åñòü åñòåñòâåííîå ñåìåéñòâî äåôîðìàöèé âåêòîðíûõ ïî-
ëåé v1, . . . , vn, ïàðàìåòðèçîâàííîå ýëåìåíòàìè àëãåáðû g⊕g. ß ïîêàæó, ÷òî
îáùåå øåâåëåíèå ïîëåé v1, . . . , vn âíóòðè ýòîãî ñåìåéñòâà óäîâëåòâîðÿåò
âòîðîìó óñëîâèþ íåâûðîæäåííîñòè.

Ïóñòü Cπ(Si) � àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si ⊂ End(V ).
Àñèìïòîòè÷åñêèé êîíóñ Cπ(G) ñàìîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êî-
íå÷íîãî ÷èñëà îðáèò ïðè ñòàíäàðòíîì äåéñòâèè ãðóïïû G×G íà End(V ).
Çàìåòèì, ÷òî v1, . . . , vn ìîãóò áûòü ëþáûìè ïîëÿìè, ïðèõîäÿùèìè èç ýòî-
ãî äåéñòâèÿ. Âîçüì¼ì ëþáóþ òî÷êó x ∈ Cπ(Si). Ðàññìîòðèì å¼ îðáèòó ïðè
ñòàíäàðòíîì äåéñòâèè ßñíî, ÷òî ëþáîé íàáîð èç n âåêòîðîâ â êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå ê îðáèòå â òî÷êå x ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí êàê çíà÷åíèÿ
âåêòîðíûõ ïîëåé v1, . . . , vn â x. Â ÷àñòíîñòè, åñëè x ïðèíàäëåæèò ïåðåñå-
÷åíèþ Cπ(Si) ñ îðáèòîé êîðàçìåðíîñòè ìåíüøå ëèáî ðàâíîé i, òî ìîæíî
ïîøåâåëèòü v1, . . . , vn−i+1 òàê, ÷òîáû îíè áûëè ïî-ïðåæíåìó ëèíåéíî çà-
âèñèìû, íî v1, . . . , vn−i óæå áûëè áû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òîãäà, òî÷êà x

ïðèíàäëåæèò Cπ(Si), íî íå ïðèíàäëåæèò Cπ(Si+1). Ïîñêîëüêó ÷èñëî îð-
áèò êîíå÷íî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî êîðàçìåðíîñòü Cπ(Si+1) â Cπ(Si) íå ìåíüøå
÷åì 1.
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×òîáû ïîëó÷èòü âòîðóþ ÷àñòü Ëåììû 3.13 ïðèìåíèì Ïðåäëîæåíèå
3.14 ê Si è n− i + 1 âåêòîðíûì ïîëÿì v2, . . . , vn−i+2. Ïîøåâåëèâ ïîñëåäíåå
âåêòîðíîå ïîëå vn−i+2, ìû ìîæåì ñäåëàòü ýòè ïîëÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè
â îáùåé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ Si, íå èçìåíèâ ïðè ýòîì Si.

3.5 Ñòåïåíè ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî êëàññîâ
×åðíà

Âû÷èñëÿÿ ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó χ(π) îáùåãî ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ,
ìû âûðàçèëè å¼ ÷åðåç ñòåïåíè êëàññîâ ×åðíà Si. Ñëåäóþùèé âîïðîñ �
êàê ïîñ÷èòàòü ýòè ñòåïåíè. Òî åñòü íóæíî íàéòè èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ π(Si)

ñ n − i îáùèìè ãèïåðïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðåäñòàâ-
ëåíèþ π. Åñëè Si � ïîëíîå ïåðåñå÷åíèå îáùèõ ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ íåêîòîðûì ïðåäñòàâëåíèÿì ãðóïïû G, òî îòâåò íà ýòîò
âîïðîñ äà¼òñÿ ôîðìóëîé Áðèîíà�Êàçàðíîâñêîãî. Â ýòîì ðàçäåëå, ÿ äîêà-
æó, ÷òî ýòî èìååò ìåñòî äëÿ S1. ß òàêæå ìîãó âû÷èñëèòü ñòåïåíè ïî-
ñëåäíåãî êëàññà ×åðíà Sn−k, ïîòîìó ÷òî Sn−k � îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ
ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ (ñì. Ñëåäñòâèå 3.12). Åñòü íàäåæäà, ÷òî ÿâíûé îòâåò
ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ îñòàëüíûõ Si.

Èç äîêàçàòåëüñòâà Ëåììû 3.6 (ñì. Çàìå÷àíèå 3.7) ñëåäóåò, ÷òî S1 ⊂ G

çàäàíî óðàâíåíèåì det(Ad(g) − A) = 0 äëÿ îáùåãî A ∈ End(g). Ôóíêöèÿ
det(Ad(g)−A) � ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ âñåõ âíåø-
íèõ ñòåïåíåé ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå
íà S1 ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñóì-
ìå âñåõ âíåøíèõ ñòåïåíåé ïðèñîåäèí¼ííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòî
ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç σ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåñîâîé ìíîãîãðàííèê Pσ
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ñîâïàäàåò ñ âåñîâûì ìíîãîãðàííèêîì íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ θ ñî
ñòàðøèì âåñîì 2ρ (çäåñü ρ îáîçíà÷àåò ñóììó âñåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ âå-
ñîâ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü S1 ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî ôîðìóëå Áðèîíà-
Êàçàðíîâñêîãî [2, 23] äëÿ ïðåäñòàâëåíèé θ è π. Îñòà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî
S1 � îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, òî åñòü çàìûêàíèå S1 â Xσ ïåðåñåêàåò
âñå G×G-îðáèòû ïî ïîäìíîãîîáðàçèÿì êîðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå ÷åì 1.
Èç çàìå÷àíèÿ ïîñëå Ëåììû 3.6 è Ïðèìåðà 1 ñëåäóåò, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ
÷óäåñíîé êîìïàêòèôèêàöèè, à Xσ èçîìîðôíî ÷óäåñíîé êîìïàêòèôèêàöèè
ïî Òåîðåìå 3.2 (ïîñêîëüêó Pσ = Pθ).

Ïîñëåäíèé êëàññ ×åðíà Sn−k � íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ìàêñèìàëüíûõ
òîðîâ. Èõ ÷èñëî ðàâíî ñòåïåíè îáùåé ïðèñîåäèí¼ííîé îðáèòû â g. Ïî-
ñëåäíÿÿ ðàâíà ïîðÿäêó ãðóïïû Âåéëÿ W . Îáîçíà÷èì çà [T ] êëàññ ìàêñè-
ìàëüíîãî òîðà â êîëüöå óñëîâèé C∗(G). Òîãäà â C∗(G) âûïîëíÿåòñÿ òàêîå
òîæäåñòâî:

[Sn−k] = |W |[T ].

Ñòåïåíü ìíîãîîáðàçèÿ π(T ) ìîæåò áûòü ïîñ÷èòàíà ïî ôîðìóëå
Ä.Áåðíøòåéíà, Õîâàíñêîãî è Êóøíèðåíêî [24].

3.6 Ïðèìåðû

G = SL2(C). Ðàññìîòðèì òàâòîëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G, à
èìåííî, G = {(a, b, c, d) ∈ C4 : ad− bc = 1}. Ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ãðóï-
ïû G ðàâíà òð¼ì, à ðàíã ðàâåí åäèíèöå, òî ïî Ëåììå 3.11 ìû ïîëó÷àåì,
÷òî åñòü òîëüêî äâà íåòðèâèàëüíûõ êëàññà ×åðíà: S1 è S2. Äàâàéòå ïðè-
ìåíèì ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ðàçäåëîâ, ÷òîáû íàéòè èõ. Ïåðâûé êëàññ
×åðíà S1 � îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå, ñâÿçàííîå ñî âòîðîé ñèììåòðè÷å-
ñêîé ñòåïåíüþ òàâòîëîãè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òî åñòü ñ ïðåäñòàâëåíèåì
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SL2(C) → SO3(C). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòî ïåðåñå÷åíèå ãðóïïû SL2(C) ñ
êâàäðèêîé â C4. Âòîðîé êëàññ ×åðíà S2 (îí æå è ïîñëåäíèé) ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì äâóõ ñäâèãîâ ìàêñèìàëüíûõ òîðîâ.

Ïóñòü π � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû SL2(C). Ýòî ñóììà íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SL2. Ëþáîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû SL2 èçîìîðôíî i−òîé ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè òàâòîëîãè÷åñêî-
ãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ íåêîòîðîãî i. Åãî âåñîâîé ìíîãîãðàííèê � îòðåçîê
[−i, i]. Ïîýòîìó âåñîâîé ìíîãîãðàííèê ïðåäñòàâëåíèÿ π � îòðåçîê [−n, n],
ãäå n � íàèáîëüøèé ïîêàçàòåëü ñèììåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé â π. Ìàòðè÷-
íûå ýëåìåíòû ïðåäñòàâëåíèÿ π � ìíîãî÷ëåíû îò a, b, c, d ñòåïåíè n. Â ýòîì
ñëó÷àå, ëåãêî íàéòè ñòåïåíè ïîäìíîãîîáðàçèé G, S1 è S2 ïî òåîðåìå Áåçó.
Ïîëó÷àåì deg π(G) = 2n3, deg π(S1) = 4n2, deg π(S2) = 4n. Ïîýòîìó ýéëå-
ðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(π) ðàâíà 2n3 − 4n2 + 4n. Ýòîò îòâåò áûë âïåðâûå
ïîëó÷åí Ê. Êàâå äðóãèìè ìåòîäàìè [22].

Åñëè π íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, òî åñòü π(SL2(C)) = SO3(C), òî î÷åâèäíî
÷òî, χ(π) â äâà ðàçà ìåíüøå è ðàâíà n3 − 2n2 + 2n.

G = (C∗)n � êîìïëåêñíûé òîð. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ëåâî-èíâàðèàíòíûå
ïîëÿ òàêæå ïðàâî-èíâàðèàíòíû, ïîñêîëüêó ãðóïïà êîììóòàòèâíà. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû âî âñåõ òî÷êàõ ãðóïïû G = (C∗)n, åñ-
ëè èõ çíà÷åíèÿ â åäèíè÷íîì ýëåìåíòå ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîýòîìó âñå
ïîäìíîãîîáðàçèÿ Si ïóñòû, è â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2) îñòà¼òñÿ åäèí-
ñòâåííîå ñëàãàåìîå

χ(π) = (−1)n−1deg π(G).

Ýòî â òî÷íîñòè ôîðìóëà, äîêàçàííàÿ Ä.Áåðíøòåéíîì, À.Õîâàíñêèì è
À.Êóøíèðåíêî [24].
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