
Ãåîìåòðèÿ ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.
1. Ââåäåíèå.

Ïåðâûå ïðèìåðû ñôåðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïðèøëè èç èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè � îáëàñòè
ìàòåìàòèêè, ïîïóëÿðíîé â äåâÿòíàäöàòîì âåêå. Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ ñ÷èòàåò ÷èñëî ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Áîëüøóþ ðîëü â òàêèõ âû÷èñëåíèÿõ èãðàåò ïîíÿòèå
îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðèâåä�åì ïàðó ïðèìåðîâ.

Çàäà÷à 1.1 (Àïîëëîíèé). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòåé, êàñàþùèõñÿ çàäàííûõ ÷åòûð�åõ
îêðóæíîñòåé íà ïëîñêîñòè?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ îêðóæíîñòåé â îáùåì ïîëîæåíèè îòâåò âîñåìü, à âîîáùå êîëè÷åñòâî ìîæåò
è ëþáûì ìåíüøèì, êðîìå ñåìè. Ýòà çàäà÷à áûëà ðåøåíà åù¼ â Äðåâíåé Ãðåöèè.

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà Øóáåðòîì â äåâÿòíàäöàòîì âåêå.

Çàäà÷à 1.2. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïðÿìûõ â òð�åõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ïåðåñåêàþùèõ ÷åòûðå çà-
äàííûõ ïðÿìûõ?

Â îáùåì ïîëîæåíèè èõ äâå.

2. Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)
Ïóñòü â òð�åõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàíû ïðÿìûå l1, l2, l3, l4, è σi ñóòü óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ l ñ li.

Ïîä ñóììîé óñëîâèé áóäåì ïîíèìàòü äèçúþíêöèþ, à ïîä ïðîèçâåäåíèåì � êîíúþíêöèþ. Òîãäà, ñêà-
æåì, óñëîâèå σ1+σ2 åñòü óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ ñ l1 èëè l2, à âûïîëíåíèå σ1σ2 ðàâíîñèëüíî ïåðåñå÷åíèþ
ñ îáåèìè l1 è l2.

Ïåðåñå÷åíèå ïðÿìîé ñî âñåìè l1, l2, . . . , l4 åñòü óñëîâèå σ1σ2σ3σ4.
Èäåÿ Øóáåðòà � âìåñòî ÷åòûð¼õ ïðÿìûõ â îáùåì ïîëîæåíèè ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé ñïåöèàëü-

íûé ñëó÷àé: ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ, è ïðÿìûå l3 è l4 � òîæå. Ïóñòü ïðÿìûå l1 è l2 ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå a, è èõ àôôèííàÿ îáîëî÷êà � ïëîñêîñòü P . Îáîçíà÷èì σa = {l 3 a}, σP = {l ⊂ P}. Òîãäà
î÷åâèäíî, ÷òî σ1σ2 = σa + σP . Ïðèìåðíî òàêèì îáðàçîì Øóáåðò ñâîäèë ñëîæíûå óñëîâèÿ ê áîëåå
ïðîñòûì. Òî, ÷òî ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé äàñò òîò æå îòâåò ÷òî è îáùèé Øóáåðò íå îáîñíîâûâàë, è
ïîýòîìó åãî ñîâðåìåííèêè íåîäíîêðàòíî ïûòàëèñü óëè÷èòü åãî, ïðèâîäÿ ïðèìåðû, â êîòîðûõ âû-
ðîæäåííûé ñëó÷àé äà¼ò íåâåðíûé îòâåò. Îäíàêî âî âñåõ âû÷èñëåíèÿõ Øóáåðòà îòâåò ïîëó÷àëñÿ
ïðàâèëüíûì. Â äàëüíåéøåì ìåòîäû Øóáåðòà áûëè îáîñíîâàíû ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïåðåñå÷åíèé (ïî-
ñëåäíÿÿ è áûëà ñîçäàíà âî ìíîãîì äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîðìàëèçîâàòü èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà). Íàïðèìåð,
çàäà÷à Øóáåðòà ïðî ÷åòûðå ïðÿìûõ ïåðåâîäèòñÿ íà ÿçûê òåîðèè ïåðåñå÷åíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïëîñêîñòè â C4 ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìûì â CP3 è òî÷êàì ãðàññìàíèàíà G(2, 4).
Óñëîâèå σi çàäà�åò ãèïåðïîâåðõíîñòü Hi = {l ∈ G(2, 4) : l ∩ li 6= ∅}.
σi + σj ↔ Hi + Hj

σiσj ↔ HiHj

}
ýòî ìîæíî ïîíèìàòü êàê îïåðàöèè â êîëüöå êîãîìîëîãèé.

Äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå ãîâîðèò íàì, ÷òî äëÿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ X

H i(X) ' Hdim(X)−i(X).

Åñëè íå îãîâîðåíî îáðàòíîå, êîãîìîëîãèè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íàä Z, èáî êðó÷åíèé îáû÷íî
âîçíèêàòü íå áóäåò. Óìíîæåíèå íà êîãîìîëîãèÿõ îïðåäåëåíî, èç äâîéñòâåííîñòè îíî ïåðåíîñèòñÿ íà
ãîìîëîãèè.

Ãèïåðïîâåðõíîñòè íàä C ñîîòâåòñòâóþò êëàññàì êîãîìîëîãèé H2(X) (íóìåðîâàòü áóäåì ïî âåùå-
ñòâåííîé ðàçìåðíîñòè). Âîîáùå, êîìáèíàöèè ãèïåðïîâåðõíîñòåé êîðàçìåðíîñòè r íàä Z ñîîòâåòñòâó-
þò êëàññàì êîãîìîëîãèé H2r(X). Áîëåå ïîäðîáíî ñì. [13], ñòð. 532.

×òîáû ïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì σiσj = σa+σP â òåðìèíàõ êîãîìîëîãèé, íóæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî
HiHj = Ha + HP . Ýòî íåòðèâèàëüíî, ïîòîìó ÷òî â ïåðåñå÷åíèÿõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò âîçíèêàòü
êðàòíîñòè .
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Òåïåðü ìû îïðåäåëèì âàæíûé êëàññ ìíîãîîáðàçèé � ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ, êîòîðûå
îáîáùàþò ãðàññìàíèàíû è åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè.

Îáîçíà÷èì m• = (m1, . . . , mk) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, äëÿ êîòîðîé 0 < m1 < · · · < mk < n.
Îïðåäåëåíèå 2.1. ×àñòè÷íûì ôëàãîì òèïà m• â Cn íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ
ïîäïðîñòðàíñòâ V 1 ⊂ · · · ⊂ V k ⊂ Cn, ãäå dim(V i) = mi.
Îïðåäåëåíèå 2.2. Ìíîãîîáðàçèåì ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ òèïà m• íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå
èç âñåõ ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ òèïà m• â Cn. Îáîçíà÷àòü åãî ìû áóäåì Fm• .

Íà ñàìîì äåëå îíî îáëàäàåò ñòðóêòóðîé àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, è íèæå ýòî áóäåò äîêàçàíî.
Ïðèìåð 2.3.

• m• = (d) ⇒ Fm• = G(d, n) � ãðàññìàíèàí,
• m• = (1, 2, . . . , n− 1) ⇒ Fn := Fm• � ìíîãîîáðàçèå ïîëíûõ ôëàãîâ.

Ôàêò 2.4. Êîëüöî H∗(Fn) ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäàåòñÿ êîìïîíåíòîé H2(Fn).
Ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíåíî äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ìíîãîîáðàçèé ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ è ãîâîðèò î òîì,

÷òî ìíîãîîáðàçèå ïîëíûõ ôëàãîâ óñòðîåíî ïðîùå ïðî÷èõ. Íàïðèìåð, äëÿ G(2, 4) êîãîìîëîãèè â
ðàçìåðíîñòÿõ 0, 2, 6, 8 îäíîìåðíû, äëÿ 4 äâóìåðíû. Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî êîëüöî êîãîìîëîãèé íå
ïîðîæäàåòñÿ êîìïîíåíòîé ðàçìåðíîñòè 2.
Óïðàæíåíèå 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî åñòåñòâåííîå äåéñòâèå ãðóïïû GLn(C) íà ëþáîì ìíîãîîáðàçèè
÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ â Cn òðàíçèòèâíî, è íàéäèòå ñòàáèëèçàòîð ïðè ýòîì äåéñòâèè (îí çàâèñèò
îò m•). Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ.

3. Îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áåçó
Â ýòîé îáëàñòè âàæíûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû â ñåìèäåñÿòûõ ãîäàõ ïðîøëîãî âåêà Êóøíè-

ðåíêî, Áåðíøòåéíîì è Õîâàíñêèì.
Òåîðåìà 3.1 (Áåçó). Äëÿ îáùåé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ ÷èñëî ðåøåíèé ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé óðàâíåíèé.

Êàê îáû÷íî, âûïîëíåíèå óñëîâèÿ â îáùåì ïîëîæåíèè çíà÷èò âûïîëíåíèå íà îòêðûòîì ïëîòíîì
ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâå.

Ïðèìåð 3.2. Ïóñòü
{

f = a + bx + cy + dxy

f ′ = a′ + b′x + c′y + d′xy
. Â îáùåì ïîëîæåíèè ñèñòåìà f = f ′ = 0 èìååò äâà

ðåøåíèÿ, à íå 4. Ïóñòü êðèâûå Hf è Hf ′ çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî f = 0 è f ′ = 0. Ïðîåêòèâíûå
çàìûêàíèÿ ýòèõ êðèâûõ âñåãäà ñîäåðæàò òî÷êè (0 : 1 : 0) è (0 : 0 : 1), â îáùåì ïîëîæåíèè òî÷åê 4,
ñòàëî áûòü â C2 â îáùåì ïîëîæåíèè 2 ðåøåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 3.3. Ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà ìíîãî÷ëåíà Ëîðàíà

∑
cα∈Zn

cαxα îò ïåðåìåííûõ x1, . . . ,

xn, ãäå α = (α1, . . . , αn), xα = xα1
1 . . . xαn

n , íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà {α ∈ Rn : cα 6= 0}.
Îïðåäåëåíèå 3.4. Êîìïëåêñíûì òîðîì ðàçìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ (C∗)n.
Óïðàæíåíèå 3.5. Êîìïëåêñíûé òîð ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû êîìïàêòíûé òîð, è
Te(C∗)n = TeTn ⊕ iTeTn.

Òåîðåìà 3.6 (Êóøíèðåíêî). Ïóñòü f1, . . . , fn � ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà îò n ïåðåìåííûõ ñ ôèêñè-
ðîâàííûì îáùèì ìíîãîãðàííèêîì Íüþòîíà P ⊂ Rn. Òîãäà ïðè êîýôôèöèåíòàõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ
ñèñòåìà f1 = · · · = fn = 0 èìååò ðîâíî n! · vol(D) ðåøåíèé â (C∗)n.

Îòìåòèì, ÷òî ìû íå èìååì ïðàâà çàíóëÿòü êîýôôèöèåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå âíóòðåííèì òî÷êàì
P .

Âûâåäåì òåîðåìó Áåçó äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíîé ñòåïåíè èç òåîðåìû Êóøíèðåíêî. Ïóñòü deg(f) =
deg(g) = n. Ìíîãîãðàííèê Íüþòîíà äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ â îáùåì ïîëîæåíèè � ðàâíîáåäðåííûé
ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ áîêîâîé ñòîðîíîé n, òî åñòü åãî ïëîùàäü n2

2
, òàê ÷òî ðåøåíèé â îáùåì

ïîëîæåíèè 2 · n2

2
= n2.
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Âî âòîðîì ðàññìîòðåííîì íàìè ïðèìåðå ìíîãîãðàííèê ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì êâàäðàòîì, òàê ÷òî
ðåøåíèé â îáùåì ïîëîæåíèè 2 · 1 = 2.

t t
t t

Èç ïðèìåðà 3.2 âèäíî, ÷òî êîìïàêòèôèêàöèÿ CPn ïëîõî ïîäõîäèò äëÿ îáîáùåíèÿ òåîðåìû Áåçó íà
áîëåå ñïåöèàëüíûå ìíîãî÷ëåíû. Íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü äðóãèå êîìïàêòèôèêàöèè êîìïëåêñíîãî
òîðà.
Îïðåäåëåíèå 3.7. Òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå � êîìïàêòèôèêàöèÿ òîðà, íà êîòîðîé ýòîò òîð äåé-
ñòâóåò ñ îòêðûòîé ïëîòíîé îðáèòîé.

Ðàññìàòðèâàåìûå íàìè òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ îáû÷íî áóäóò ïðîåêòèâíûìè. Ïîñòðîèì òîðè÷å-
ñêîå ìíîãîîáðàçèå ïî ìíîãîãðàííèêó Íüþòîíà.

Êîíñòðóêöèÿ.Ïóñòü α1, . . . , αN ∈ P ⊂ Rn, ϕP :
(C∗)n ↪→ CN

x 7→ (xα1 , . . . , xαN )
, ãäå òîð äåéñòâóåò äèàãîíàëüíî.

Ìíîãîîáðàçèå XP = P(ϕ((C∗)n)) ⊂ CPN−1 � òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîãî-
ãðàííèêó P . Ìû áóäåì èçó÷àòü êîëüöà êîãîìîëîãèé òàêèõ XP .
Ïðèìåð 3.8. Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P = @t t

t
, òîãäà ϕP : (x1, x2) 7→ (1, x1, x2), XP = CP2. Ýòî êàê ðàç

êîìïàêòèôèêàöèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé òåîðåìû Áåçó.
Ïðèìåð 3.9. Ïóñòü ìíîãîãðàííèê P = t t

t t
, òîãäà ϕP : (x1, x2) 7→ (1, x1, x2, x1x2), XP = CP1 × CP1 ↪→

CP3 (ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè âëîæåíèå Ñåãðå).

Êàê ìû ïîìíèì, H∗(CP2) = Z[t]/(t3), H∗(CP1 × CP1) =
(
Z[t]
(t2)

)
⊗

(
Z[s]
(s2)

)
. Ïîñêîëüêó êîëüöà êîãîìî-

ëîãèé ðàçíûå, òî è òåîðåìû Áåçó ïîëó÷àþòñÿ ðàçíûå.

Óïðàæíåíèå 3.10. Èíòåðåñíûé ïðèìåð äëÿ îáäóìûâàíèÿ íà äîñóãå: P = @t
t

t
t

t. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå XP åñòü ðàçäóòèå CP2 â îäíîé òî÷êå. Äåéñòâèå òîðà íåòðàíçèòèâíî, òàê ÷òî
èìååò ñìûñë íàéòè îðáèòû è â ýòîì ñëó÷àå, è â ïðåäûäóùèõ äâóõ ïðèìåðàõ.

4. ×óäåñíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ
Çàäà÷à 4.1. Ñêîëüêî íåâûðîæäåííûõ êîíèê êàñàåòñÿ äàííûõ ïÿòè êîíèê â îáùåì ïîëîæåíèè?
Ýòà çàäà÷à áûëà ïîñòàâëåíà Øòåéíåðîì, à ðåøåíà Øàëåì (ó Øòåéíåðà òîæå áûëî ðåøåíèå, íî
íåïðàâèëüíîå).

Ìîæíî ïûòàòüñÿ ðåøàòü ýòó çàäà÷ó òàê æå. Êîíèêà èìååò óðàâíåíèå ñ øåñòüþ ïàðàìåòðàìè,
îïðåäåë�åííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, òàê ÷òî êîíèêè ïàðàìåòðèçóþòñÿ òî÷êàìè CP5.
Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî íåâûðîæäåííûõ êîíèê îáîçíà÷èì Q ⊂ CP5. Ãðóïïà PGL(3) äåéñòâóåò íà
CP5 è èìååò Q ïÿòèìåðíîé îðáèòîé äåéñòâèÿ. Òàêæå åñòü ÷åòûð�åõìåðíàÿ îðáèòà ïàð ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðÿìûõ è îðáèòà äâîéíûõ ïðÿìûõ. Ïîëîæèì Hc = {c′ : c′ è c êàñàþòñÿ}. Åñòü ïðîáëåìà, ñîñòîÿùàÿ
â òîì, ÷òî

5⋂
i=1

Hci
ñîäåðæèò ïîâåðõíîñòü äâîéíûõ ïðÿìûõ. Â ðåøåíèè îáû÷íàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ íå

ïîìîãàåò.
Ðàññìîòðèì áîëüøåå ìíîãîîáðàçèå CP5 × CP5, ïðè÷¼ì ïåðâûé ìíîæèòåëü ìû îòîæäåñòâèì ñ êî-

íèêàìè â P(V ) äëÿ íåêîòîðîãî òð¼õìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , à âòîðîé ÷ëåí � ñ êîíèêàìè
â P(V ∗). Âëîæèì íåâûðîæäåííûå êîíèêè â áîëüøåå ìíîãîîáðàçèå: Q ↪→ CP5 × CP5, c 7→ (c, c∗), ãäå
c∗ � äâîéñòâåííàÿ êîíèêà. Òîãäà Q � ÷óäåñíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ.
Óïðàæíåíèå 4.2. Îïèñàòü îðáèòû äåéñòâèÿ PGL3 íà ÷óäåñíîé êîìïàêòèôèêàöèè. Èõ ÷åòûðå.
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5. Òåîðèÿ ïåðåñå÷åíèé
Ïóñòü H1, H2, . . . , Hn � ãèïåðïîâåðõíîñòè íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè X. Òîãäà H1 · H2 · · · · · Hn

áóäåò îáîçíà÷àòü èíäåêñ èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Âîïðîñ, êàê åãî îïðåäåëèòü è âû÷èñëèòü, â îáùåì ñëó÷àå
òðóäåí. Â íàøåì ñëó÷àå X áóäåò ãëàäêèì ïðîåêòèâíûì ìíîãîîáðàçèåì (â ÷àñòíîñòè, X � êîì-
ïàêòíî). Ìû òàêæå íåìíîãî ïîãîâîðèì ïðî áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà X êâàçèïðîåêòèâíî (òî åñòü
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïî Çàðèññêîìó ïîäìíîæåñòâîì ïðîåêòèâíîãî ìíîãîîáðàçèÿ) è òåì ñàìûì óæå íå
îáÿçàòåëüíî êîìïàêòíî. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå � ýòî çàìêíóòîå ïî Çàðèññêîìó
ïîäìíîæåñòâî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà (òî åñòü îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî îáùèõ íóëåé
ñèñòåìû ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé).

Ïðèâåä�åì íåñêîëüêî âàæíûõ â êóðñå ïðèìåðîâ ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé:
• G(d, n) ↪→ P(n

d)−1: V d = 〈v1, . . . , vd〉 7→ 〈v1 ∧ · · · ∧ vd〉 ∈ P(n
d)−1 (âëîæåíèå Ïëþêêåðà). Îòñþäà

âèäíî, ÷òî ãðàññìàíèàí âêëàäûâàåòñÿ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, íî íàäî åù¼ ïðîâåðèòü,
÷òî åãî îáðàç çàìêíóò ïî Çàðèññêîìó.

• Ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ. Èõ ïðîåêòèâíîñòü ëåãêî âûâåñòè èç ïðîåêòèâíîñòè ãðàñ-
ñìàííèàíà.

• Ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ. Íàïðèìåð, F3 = {(l, p) : l ⊂ p ⊂ C3} ⊂ P(V ) × P(V ∗). Åñëè â
P(V ) è P(V ∗) ââåñòè êîîðäèíàòû (x0 : x1 : x2) è (y0 : y1 : y2), òî F3 òàì áóäåò çàäàíî îäíèì
óðàâíåíèåì x0y0 + x1y1 + x2y2 = 0.

• Òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ìíîãîãðàííèêàì Íüþòîíà. Âîîáùå, åñòü ïðèìåðû
è íåïðîåêòèâíûõ êîìïàêòíûõ òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé.

Óïðàæíåíèå 5.1. Çàäàòü òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ïîñòðîåííîå ïî ìíîãîãðàííèêó Íüþòîíà,
óðàâíåíèÿìè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè ïîìîùè áèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé (¾ìîíîì¿=¾ìîíîì¿).

Ïóñòü X � ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, Hi ⊂ Xn � ãèïåðïîâåðõíîñòè.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïåðåñå÷åíèå H1∩ · · ·∩Hn òðàíñâåðñàëüíî â êàæäîé òî÷êå. Òîãäà èíäåêñ

ïåðåñå÷åíèÿ H1 . . . Hn îïðåäåëèì êàê êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ.
À òåïåðü ïóñòü ïåðåñå÷åíèå íå òðàíñâåðñàëüíî. ×òî äåëàòü?
Åñòü ïóòü: ïîøåâåëèòü äî òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ýòî èìååò ñìûñë íàä R è C â êàòåãî-

ðèè ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ ìíîãîîáðàçèé. Íî èç êëàññà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ìû âûõîäèì.
Äðóãîé ïóòü: ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ãèïåðïîâåðõíîñòè, íî è èõ ôîðìàëüíûå öåëî÷èñëåííûå ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè, òî åñòü äèâèçîðû. Áóäåì øåâåëèòü äèâèçîðû ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ ëèíåéíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 5.2. Äèâèçîðû D1 è D2 ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû (D1 ∼ D2), åñëè íà X åñòü òàêàÿ
ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ f , ÷òî D1 −D2 = div(f).

Çàìåíèì H1 íà ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûé åìó äèâèçîð D =
∑

aiEi, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèÿ Ei ∩ H2 ∩
· · · ∩Hn áûëè òðàíñâåðñàëüíû. Ïðè ýòîì ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèìûì çàìåíÿòü íå îäíó ãèïåðïî-
âåðõíîñòü, à ìíîãèå è âû÷èñëÿòü ïî ïîëèëèíåéíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàòü èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ
ìû áóäåì äîâåäåíèåì äî òðàíñâåðñàëüíîñòè. Êîððåêòíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ â [14,
ãë. IV, �1].

Ïðèìåð 5.3. Äëÿ êàæäîãî ïðîåêòèâíîãî âëîæåíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ X ìû ñåé÷àñ îïðåäåëèì âàæíûé
êëàññ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, êîòîðûå â îáùåì ïîëîæåíèè äðóã äðóãó òðàíñ-
âåðñàëüíû. Ôèêñèðóåì âëîæåíèå X ↪→ PN . Îïðåäåëèì ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå H êàê ïåðåñå÷åíèå X
ñ îáùåé ãèïåðïëîñêîñòüþ â PN . Ëåãêî ïðîâåðèòü (ïðîâåðüòå!), ÷òî âñå ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ (äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî âëîæåíèÿ) ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû.

Óïðàæíåíèå 5.4. Ïóñòü H1, . . . , Hn � îáùèå ãèïåðïëîñêèå ñå÷åíèÿ, ãäå dim(X) = n. Òîãäà â îáùåì
ïîëîæåíèè ïåðåñå÷åíèå H1 ∩ · · · ∩ Hn òðàíñâåðñàëüíî, è ]H1 ∩ · · · ∩ Hn = deg(X). Íàïîìíèì, ÷òî
ñòåïåíü deg(X) ðàâíà ÷èñëó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ X ⊂ PN c îáùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì
â PN êîðàçìåðíîñòè n.
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Òåì ñàìûì, èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ Hn := H · . . . ·H︸ ︷︷ ︸
n

ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ H ðàâåí ñòåïåíè

ìíîãîîáðàçèÿ X ïðè âëîæåíèè X → PN , çàäàþùåì H.

Ïðèìåð 5.5.
• νd : P2 ↪→ P

(d+1)(d+2)
2

−1 � âëîæåíèå Âåðîíåçå. Íàïðèìåð, ïðè d = 2 îíî çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé
(x0 : x1 : x2) 7→ (x2

0 : x0x1 : x0x2 : x2
1 : x1x2 : x2

2). Â îáùåì ñëó÷àå êîîðäèíàòû îáðàçà � âñå
ìîíîìû ñòåïåíè d îò x0, x1, x2.

Äèâèçîðû â P2 � ýòî êðèâûå, deg(ν2(P2)) = 4. Ïðîîáðàçû äâóõ îáùèõ ãèïåðïëîñêèõ ñå÷åíèé
ïðè òàêîì âëîæåíèè - ýòî äâå îáùèå êîíèêè â P2, èìåþùèå ïî òåîðåìå Áåçó â ïåðåñå÷åíèè
÷åòûðå òî÷êè. Ìû ñêàçàëè òî æå ñàìîå, ÷òî è ðàíüøå, äðóãèì áîëåå îáùèì ñïîñîáîì.

• X = XP ↪→ PN � òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, ïîñòðîåííîå ïî ìíîãîãðàííèêó Íüþòîíà P . Êà-
êîâà ñòåïåíü XP ïðè òàêîì âëîæåíèè?

t

t
t

t
t

³³³
B

B
BB
©©HH

t t t
t t t t
t t t

α = (k1, . . . , kn) Ã xα := xk1
1 . . . xkn

n

x 7→ (xα1 , . . . , xαN ), ãäå α1,. . . ,αN � öåëûå òî÷êè âíóòðè è íà ãðàíèöå ìíî-
ãîãðàííèêà P .
Èòîãî èìååì ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ n! · vol(P ).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïåðåôîðìóëèðîâàëè òåîðåìó Êóøíèðåíêî.

Óïðàæíåíèå 5.6. Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòè H1 è H2 ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû, òî ãîìîëîãè÷íû. Îá-
ðàòíîå íåâåðíî. Êîíòðïðèìåðîì ìîãóò ñëóæèòü äâå òî÷êè íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

Ïðèìåð 5.7. Ïóñòü X � ðàçäóòèå CP2 â îäíîé òî÷êå O ∈ P2 (ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî O èìååò
êîîðäèíàòû (0:0:1)). Ïðèâåä�åì ïðèìåð êðèâîé â X, èìåþùåé èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ −1. Íî ñíà÷àëà
íàïîìíèì ñóòü ðàçäóòèÿ.

Ðàññìîòðèì X = {(a, l) : a ∈ Pn; a,O ∈ l} ⊂ Pn × Pn−1 (ìû îòîæäåñòâëÿåì ïðÿìûå ïðîõîäÿùèå
÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó O ∈ Pn ñ òî÷êàìè â Pn−1). Ýòî ðàçäóòèå P̂n ìíîãîîáðàçèÿ Pn â òî÷êå O.
×òîáû ðàçäóòü ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ïîäìíîãîîáðàçèå Y ⊂ Pn, Íóæíî âçÿòü ïðîîáðàç Y − {O}
ïðè îòîáðàæåíèè p : X

(a,l)7→a−−−−→ Pn è çàìêíóòü â X.
Ïðèâåä�åì ïðîñòîé ïðèìåð: ðàçäóòèå RP2 â îäíîé òî÷êå. Åñëè âëîæèòü åãî â P2×P1 ñ êîîðäèíàòàìè

x0 : x1 : x2 è y0 : y1, òî îíî áóäåò çàäàíî óðàâíåíèåì x0y0 + x1y1 = 0. Èçîáðàçèì ýòî íàãëÿäíî:
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Òàêèì îáðàçîì, íàä òî÷êàìè, êðîìå a, áóäåò âèñåòü ïî îäíîé òî÷êå, à íàä O � ïðîåêòèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Pn−1. Îíî íàçûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíûì äèâèçîðîì E. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðàçäóòèå
ðàçâîäèò ðàçëè÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ â òî÷êå a.
Óïðàæíåíèå 5.8. Íàéäèòå äèâèçîðû ôóíêöèé x0

x1
è x0

x2
íà X.

Çàäà÷à 5.9. Íàéòè E2.
Ðåøåíèå.

X
p //

f ÃÃ@
@@

@@
@@

@ P2

x0
x2

²²
P1

div(f) = E + {x0 = 0} − {x2 = 0}
‖ ‖
l0 l∞

E2 = E(l∞ − l0) = El∞ − El0 = −1, òàê êàê E
ñ l∞ íå ïåðåñåêàåòñÿ, à ñ l0 èìååò îäíó îáùóþ
òî÷êó, è ïåðåñå÷åíèå òðàíñâåðñàëüíî.

¤
Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî E íåëüçÿ ïîøåâåëèòü â êëàññå ãëàäêèõ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ,

òàê ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå áûëî òðàíñâåðñàëüíî. Â êëàññå ãëàäêèõ âåùåñòâåííûõ êðèâûõ � ìîæíî, ïðî-
ñòî âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âîéä¼ò ñî çíàêîì ìèíóñ. Òåì ñàìûì åñòü äâà ïîäõîäà ê
âû÷èñëåíèþ èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ: â òîïîëîãè÷åñêîé ñèòóàöèè çàìåíÿþò êîìïëåêñíûå ãèïåðïîâåðõ-
íîñòè âåùåñòâåííûìè, à â àëãåáðàè÷åñêîé ñèòóàöèè - ðàññìàòðèâàþò ïðîèçâîëüíûå öåëî÷èñëåííûå
ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êîìïëåêñíûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé. Ïîñëåäíèé ïîäõîä áîëåå óäîáåí äëÿ ÿâíûõ
âû÷èñëåíèé (ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ øåâåëåíèé äèñêðåòíî), à êðîìå òîãî ðàáîòàåò íàä
ëþáûì àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì. Ìû ñîáèðàåìñÿ èñêàòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ èíäåêñîâ ïå-
ðåñå÷åíèÿ (â äóõå òåîðåìû Êóøíèðåíêî), ïîýòîìó áóäåì èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä.
Îïðåäåëåíèå 5.10. Ãðóïïà Ïèêàðà Pic(X) ïîðîæäåíà äèâèçîðàìè Êàðòüå1 ïî ìîäóëþ ëèíåéíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ó íàñ ìíîãîîáðàçèÿ ãëàäêèå, è äèâèçîðû Êàðòüå ÿâëÿþòñÿ äèâèçîðàìè Âåéëÿ.

Óïðàæíåíèå 5.11. Íàéòè Pic(Pn), Pic(Pn × Pm), Pic(P̂2).
Ôàêò 5.12. Ïóñòü An ⊂ Xn ⇒ Xn \ An =

⋃
Hi, ãäå Hi � íåïðèâîäèìûå ãèïåðïîâåðõíîñòè. Òî-

ãäà Pic(Xn) ïîðîæäàåòñÿ Hi. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ íóæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òî
Pic(An) = 0 (ïðîâåðüòå!).
Îïðåäåëåíèå 5.13. Î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð � ýòî ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå äëÿ íåêîòîðîãî âëîæåíèÿ
â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.

Ýòî íå ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå, íî ñëåäñòâèå èç íåãî. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïî êàæäîìó äèâèçîðó
ìîæíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå èç X â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî (ñì. [3, Ãëàâà 1, �4]), è äèâèçîð
î÷åíü îáèëåí åñëè ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì. Òîãäà äèâèçîð áóäåò ëèíåéíî ýêâèâàëåíòåí
ãèïåðïëîñêîìó ñå÷åíèþ èìåííî äëÿ ýòîãî âëîæåíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 5.14. Ýôôåêòèâíûé äèâèçîð � ýòî äèâèçîð âèäà

∑
aiHi, ai > 0.

Ïðèìåð 5.15. Ïóñòü X = P1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïà Ïèêàðà Pic(P1) ïîðîæäàåòñÿ äèâèçîðîì
D = {x0 = 0} (ò.å. D ýòî îäíà òî÷êà). Ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû ñîâïàäàþò ñ î÷åíü îáèëüíûìè è
èìåþò âèä dD, ãäå d � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì âëîæåíèå Âåðîíåçå
P1 → Pd; (x0 : x1) → (xd

0 : xd−1
0 x1 : . . . : xd

1). Îáùåå ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå ïðè òàêîì âëîæåíèè ñîñòîèò
èç d òî÷åê.

Î÷åíü îáèëüíûå è ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû îáðàçóþò ïîëóãðóïïû. Âñÿ ãðóïïà Ïèêàðà ïîðîæäà-
åòñÿ î÷åíü îáèëüíûìè äèâèçîðàìè (ñì. ïîñëåäíåå ñëåäñòâèå èç òåîðåìû Êîäàèðû î âëîæåíèè â [3,
Ãëàâó 1, �4]), ïîýòîìó ìîæíî áûëî áû îïðåäåëÿòü èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ïî ïîëèëèíåéíîñòè, èñïîëü-
çóÿ òîëüêî ïîíÿòèå ñòåïåíè. Â ñàìîì äåëå, çíàÿ èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî î÷åíü îáèëüíîãî
äèâèçîðà, ìîæíî ïî ïîëèëèíåéíîñòè íàéòè èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîãî íàáîðà èç n äèâèçîðîâ (ýòî

1Ãðóïïà äèâèçîðîâ Âåéëÿ WDiv(X) ñâîáîäíî ïîðîæäåíà íàä Z íåïðèâîäèìûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè. Ãðóïïà äè-
âèçîðîâ Êàðòüå Cdiv(X) ïîðîæäåíà òàêèìè ïðîñòûìè äèâèçîðàìè Âåéëÿ, íîñèòåëè êîòîðûõ ëîêàëüíî çàäàþòñÿ
óðàâíåíèÿìè.
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ñëåäóåò èç òàêîãî óòâåðæäåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû: ñèììåòðè÷åñêàÿ n-ôîðìà íà âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèì îãðàíè÷åíèåì íà äèàãîíàëü). Îäíàêî, íà ïðàêòèêå áûâàåò ïðîùå
èñêàòü èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ äèâèçîðîâ, êîòîðûå íå î÷åíü îáèëüíû, íî çàòî ïðåäñòàâëÿþòñÿ îñîáåííî
ïðîñòûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè (òàêèìè êàê, íàïðèìåð, èñêëþ÷èòåëüíûé äèâèçîð íà ðàçäóòèè). Ïî-
ýòîìó âòîðàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ (ñëó÷àé íåòðàíñâåðñàëüíîñòè) íàì â áóäóùåì
ïðèãîäèòñÿ.

Ïîïðîáóåì îïðåäåëèòü ýêâèâàëåíòíîñòü äèâèçîðîâ â C2. Çäåñü ìû ñòîëêí�åìñÿ ñ íåêîòîðûìè òðóä-
íîñòÿìè.

(1) H1 ∼ H2, åñëè îíè ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû. Íî òîãäà ëþáîé äèâèçîð ýêâèâàëåíòåí íóëþ, òàê
÷òî âñå èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ íóëåâûå, äàæå ó ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Òàêîé ñïîñîá
íàïðî÷ü ëèø�åí âñÿêîãî ñìûñëà.

(2) H1 ∼ H2, åñëè H1 è H2 îòëè÷àþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Òàê ìîæíî äîáèâàòüñÿ
òðàíñâåðñàëüíîñòè. Òîãäà äâå ïðÿìûå ýêâèâàëåíòíû, òîëüêî åñëè îíè ïàðàëëåëüíû, ïîýòî-
ìó l1 · l2 =

{
0, l1 ‖ l2

1, l1 ∦ l2
.

(3) H1 ∼ H2, åñëè èõ ïðîåêòèâíûå çàìûêàíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Ýòî äîâîëüíî åñòåñòâåííûé ñïîñîá.
Ñêàæåì, èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ òîãäà ðàâåí åäèíèöå.

Òàêèì îáðàçîì, íåò óíèâåðñàëüíîãî ñïîñîáà îïðåäåëèòü èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ äèâèçîðîâ íà íåêîì-
ïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè. Îïðåäåëåíèå áóäåò ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò âûáðàííîãî îòíîøåíèÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòè íà äèâèçîðàõ, ïðè÷¼ì ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íå ñàìûì ëó÷øèì
êàíäèäàòîì, îñîáåííî åñëè íàøà êîíå÷íàÿ öåëü � ðåøèòü êàêóþ-íèáóäü çàäà÷ó èñ÷èñëèòåëüíîé ãåî-
ìåòðèè.

6. Ñâÿçü òåîðèè ïåðåñå÷åíèé è èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè
Òåïåðü ìû èñïîëüçóåì ïîíÿòèå èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ äèâèçîðîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èñ÷èñëèòåëüíîé

ãåîìåòðèè.
Ðåøèì çàäà÷ó Øóáåðòà (1.2). Ðàññìîòðèì âëîæåíèå Ïëþêêåðà G(2, 4) ↪→ P5. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

ãèïåðïîâåðõíîñòü H = {l : l ∩ l0 6= ∅} ⊂ G(2, 4) � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå äëÿ âëîæåíèÿ Ïëþêêåðà,
òàê ÷òî H4 = deg(G(2, 4)) = 2. Îáðàç ãðàññìàíèàíà (êâàäðèêà Ïëþêêåðà) çàäà¼òñÿ êâàäðàòè÷íûì
óðàâíåíèåì x0x1 − x2x3 + x4x5 = 0, ïîýòîìó åãî ñòåïåíü ðàâíà äâóì (ñì. óïðàæíåíèå íèæå).
Óïðàæíåíèå 6.1. Ïîëîæèì X ⊂ Pn, X = {f = 0}. Òîãäà deg(X) = deg(f).
Çàäà÷à 6.2 (ïðî êîíèêè). Â P2 çàäàíû äâå òî÷êè è òðè ïðÿìûå â îáùåì ïîëîæåíèè. Ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò êîíèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè è êàñàþùèõñÿ çàäàííûõ ïðÿìûõ?

q qqc
Z

Z
ZZ

k¹¸

º·
g Ñíà÷àëà ïîïðîáóåì íàéòè îòâåò ýìïèðè÷åñêè. Ïîìåñòèâ äâå òî÷êè â (1 : i : 0) è (i :

1 : 0), ïîëó÷èì, ÷òî êîíèêè � ýòî îêðóæíîñòè. Äëÿ òð�åõ ïðÿìûõ â îáùåì ïîëîæåíèè
èõ êàñàåòñÿ ÷åòûðå îêðóæíîñòè: âïèñàííàÿ è òðè âíåâïèñàííûõ â òðåóãîëüíèê.
Òàêèì îáðàçîì, îòâåò 4.

Çàìå÷àíèå 6.3. Ìû èñêàëè îêðóæíîñòè â C2 ïî èõ ïåðåñå÷åíèÿì ñ R2, ïîýòîìó, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãëè
íå çàìåòèòü òå îêðóæíîñòè, êîòîðûå R2 íå ïåðåñåêàþò. Íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå
ìû íè÷åãî íå óïóñòèëè. Õîòÿ åñëè áû ìû òàê æå ðåøàëè äâîéñòâåííóþ çàäà÷ó ïðî ÷èñëî êîíèê,
êàñàþùèõñÿ äâóõ ïðÿìûõ è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òðè òî÷êè (îòâåò â íåé åñòåñòâåííî òàêîé æå èç-çà
ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ), òî íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè ìû áû çàìåòèëè òîëüêî äâå îêðóæíîñòè, à
íå ÷åòûðå (ïðîâåðüòå!). Â íàøå âðåìÿ äîâîëüíî ïîïóëÿðíà âåùåñòâåííàÿ èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåò-
ðèÿ, êîòîðàÿ â ÷àñòíîñòè çàíèìàåòñÿ ïîèñêîì êîíôèãóðàöèé, äàþùèõ â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå òî æå
÷èñëî ðåøåíèé, ÷òî è â êîìïëåêñíîì (òî åñòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå). Íàïðèìåð, êîíôèãóðàöèÿ
äâå òî÷êè, òðè ïðÿìûõ ðåàëèçóåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî êîíèê â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, à
êîíôèãóðàöèÿ òðè òî÷êè, äâå ïðÿìûõ � íåò.
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Òåïåðü ïðèâåä�åì äâà ¾ðåøåíèÿ¿ ïðè ïîìîùè òåîðèè ïåðåñå÷åíèé. Êàê ñòàíåò ÿñíî èç íåñîâïàäà-
þùèõ îòâåòîâ, îíè íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü âåðíûìè.

Êàê è ðàíüøå, Q ⊂ P5 � íåâûðîæäåííûå êîíèêè. Äëÿ òî÷êè a ∈ P2 è ïðÿìîé l ⊂ P2 îïðåäåëèì
ãèïåðïîâåðõíîñòè Ha = {C ∈ Q : C 3 a} è Hl = {C ∈ Q : C êàñàåòñÿ l}. Òîãäà Ha ⊂ P5 �
ãèïåðïëîñêîñòü, H l � êâàäðèêà. Ïî òåîðåìå Áåçó èìååì Ha1Ha2Hl1Hl2Hl3 = 1 · 1 · 2 · 2 · 2 = 8.

Ïåðåéä�åì ê äâîéñòâåííîé çàäà÷å ïðè ïîìîùè ïîëÿðíîãî ñîîòâåòñòâèÿ: òðè òî÷êè è äâå ïðÿìûõ.
Òîãäà ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èìååì îòâåò 1 · 1 · 1 · 2 · 2 = 4.

Òî÷íî òàê æå ÷åðåç ïÿòü òî÷åê ñ îäíîé ñòîðîíû ïðîõîäèò îäíà êîíèêà, êàê ìû çíàåì, ñ äðóãîé
ñòîðîíû èç äâîéñòâåííîñòè, êàçàëîñü áû, ïî òåîðåìå Áåçó èõ äîëæíî áûòü 32.
Óïðàæíåíèå 6.4. Ãäå îøèáêà â ðàññóæäåíèÿõ?

Íà ñàìîì äåëå ìû íå ó÷ëè îñîáóþ êîíèêó � äâîéíóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç äàííûå äâå
òî÷êè. Î÷åâèäíî, îíà ïîäõîäèò, òàê êàê ïðîõîäèò ÷åðåç äàííûå òî÷êè è ïåðåñåêàåòñÿ ñ äàííûìè
ïðÿìûìè ñ êðàòíîñòÿìè 2 â êàæäîé òî÷êå.

7. Ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ
Òåïåðü ìû èçó÷èì ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèé ïîëíûõ ôëàãîâ Fn. Êàê óæå ãîâîðèëîñü, èõ êîëüöî

êîãîìîëîãèé îïèñàòü ïðîùå, ÷åì ñêàæåì, êîëüöî êîãîìîëîãèé ãðàññìàííèàíîâ, ïîýòîìó ìû ñ íèõ
è íà÷èíàåì. Íàïîìíèì, ÷òî Fn = {V1 ⊂ · · · ⊂ Vn ⊂ Cn}, dim(Vi) = i. Íàøèìè ãëàâíûì ïðèìåðîì
ñòàíåò F3, ïîñêîëüêó ýòî ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð, íå ñîâïàäàþùèé ñ ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ãðàññìàííèàíîâ òàêèì æå ïðèìåðîì áóäåò G(2, 4), è åãî ðàçìåðíîñòü áîëüøå
(åù¼ îäèí äîâîä â ïîëüçó ìíîãîîáðàçèé ïîëíûõ ôëàãîâ).
Ïðèìåð 7.1.

• F2 = P1

• F3 = {(a, l) : a ∈ l, a ∈ P2, l ⊂ P2 − ïðÿìàÿ}
Íà Fn òðàíçèòèâíî äåéñòâóåò ãðóïïà GLn(C), è ñòàáèëèçàòîð � áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà, òî åñòü

ïîäãðóïïà âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö.
Óïðàæíåíèå 7.2. Ïîêàæèòå, ÷òî Fn ' GLn /B ' Un/(U1)n. Âòîðîé èçîìîðôèçì äîêàçûâàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà.
Ïðåäëîæåíèå 7.3.

• Fn � ãëàäêîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè d = n(n−1)
2

.
• Íà Fn åñòü àëãåáðàè÷åñêîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, òî åñòü ôèëüòðàöèÿ Fn ⊃ Xd−1 ⊃ · · · ⊃ X0,
ãäå Xi � àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ, è X i \X i−1 =

⊔
Ci.

• Fn ïðîåêòèâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íàëè÷èÿ òðàíçèòèâíîãî äåéñòâèÿ GLn ìîæíî ïîñòðîèòü îäíó àôôèííóþ êàðòó,
ïîêðûâàþùóþ îêðåñòíîñòü îäíîé òî÷êè è äàëåå ðàçíåñòè å�å äåéñòâèåì ãðóïïû.

Ôèêñèðóåì òî÷êó, òî åñòü ôëàã F0 ∈ Fn è ïîñòðîèì ïî íåìó àôôèííóþ êàðòó C0:
Fn 3 F0 Ã C0 = {F ∈ Fn : Vi(F ) ∩ Vi(F0) òðàíñâåðñàëüíî}.

Ýòî îòêðûòàÿ êëåòêà. Ïîêàæåì, ÷òî C0 ' Cd. Ôèêñèðóåì áàçèñ {e1, . . . , en}, äëÿ êîòîðîãî Vi(F0) =
〈e1, . . . , ei〉.
Óïðàæíåíèå 7.4. Â F ∈ C0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé áàçèñ {v1, . . . , vn} òàêîé, ÷òî F = (〈v1〉 ⊂
⊂ 〈v1, v2〉 ⊂ . . . ), è â áàçèñå {e1, . . . , en} èìååì

(v1, . . . , vn) =




∗ . . . ∗ 1
... ··· ···
∗ ···
1 0
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Òåì ñàìûì, ìû ïîñòðîèëè íà C0 ñòðóêòóðó àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî åäèíñòâåííàÿ êëåòêà
ðàçìåðíîñòè d. Òåïåðü ìû ïîñòðîèì îñòàëüíûå êëåòêè àëãåáðàè÷åñêîãî êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì íà Fn äåéñòâèå ïîäãðóïïû B ⊂ GLn (äëÿ óäîáñòâà ìû âûáåðåì B è F0 ñîãëàñîâàíî, òàê
÷òî B = Stab(F0)). Ýòî äåéñòâèå óæå íå áóäåò òðàíçèòèâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçìåðíîñòè âñåõ ïå-
ðåñå÷åíèé V i(F0) ∩ V j(F ) ïîñòîÿííû äëÿ âñåõ ôëàãîâ F â îäíîé è òîé æå B�îðáèòå. Â ÷àñòíîñòè,
îòêðûòàÿ êëåòêà C0 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ B (è êàê ëåãêî ïîêàçàòü, íà C0 äåéñòâèå B
òðàíçèòèâíî).
Óïðàæíåíèå 7.5. Íàéäèòå âñå îðáèòû äåéñòâèÿ B íà Fn.

Íèæå ñôîðìóëèðîâàí îòâåò ê óïðàæíåíèþ âìåñòå ñ óêàçàíèÿìè ê ðåøåíèþ. Îðáèòû � êëåò-
êè Áðþà Cw (òàêæå íàçûâàþòñÿ êëåòêàìè Øóáåðòà). Êëåòêè ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàì ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû: Sn 3 w Ã Cw = BwF0, w : e1, . . . , en 7→ ew(1), . . . , ew(n). Òàêèì îáðàçîì, èìååì
Fn =

⊔
w∈Sn

BwF0, è GLn =
⊔

w∈Sn

BwB � îáúåäèíåíèå äâîéíûõ ñìåæíûõ êëàññîâ. Ýòè ðàçëîæåíèÿ
íàçûâàþòñÿ ðàçëîæåíèÿìè Áðþà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî â êàæäîì äâîé-
íîì ñìåæíîì êëàññå ïî B åñòü ðîâíî îäíà ìàòðèöà, ðåàëèçóþùàÿ ïåðåñòàíîâêó âåêòîðîâ áàçèñà
{e1 . . . , en}.

Êëåòêà Cw èçîìîðôíà Cl(w), ãäå l(w) � ÷èñëî èíâåðñèé â w èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, äëèíà ìèíèìàëü-
íîãî ðàçëîæåíèÿ íà ýëåìåíòàðíûå òðàíñïîçèöèè. Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îòêðûòîé êëåòêè, äëÿ êàæäîé
ïåðåñòàíîâêè w è êàæäîãî ôëàãà èç Cw, ìàòðèöà ñ çàïèñàííûìè ïî ñòîëáöàì ïî ïîðÿäêó ýëåìåí-
òàìè áàçèñà ïðèâîäèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ê òàêîìó âèäó: â íåé ëàäåéíî ðàññòàâëåíû åäèíèöû
(ðàññòàíîâêà åäèíèö ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé w), ïîä íèìè è ñïðàâà îò íèõ íóëè, íà
îñòàëüíûõ ìåñòàõ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, íà îñòàëüíûõ êëåòêàõ ïîñòðîåíà
ñòðóêòóðà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, äëÿ 3-öèêëà (123) ∈ S3 èìååì


∗ ∗ 1
1 0 0
0 1 0


 .

×èñëî íåîïðåäåë�åííîñòåé ðàâíî ÷èñëó èíâåðñèé. Â ÷àñòíîñòè, C0 = Cw0 , ãäå w0 � ñàìàÿ äëèííàÿ
ïåðåñòàíîâêà â Sn (òî åñòü w0 ïåðåñòàâëÿåò (1, . . . , n) â îáðàòíîì ïîðÿäêå), à äëÿ òîæäåñòâåííîé
ïåðåñòàíîâêè ïîëó÷àåì Ce = pt

Îïðåäåëåíèå 7.6. Öèêë Øóáåðòà � ýòî çàìûêàíèå êëåòêè Áðþà Xw = Cw. Çàìåòèì, ÷òî öèêëû
Øóáåðòà îáû÷íî íåãëàäêèå è íå íàçûâàþòñÿ öèêëàìè Áðþà, êàê â ñëó÷àå êëåòîê. Â îòëè÷èå îò
êëåòîê Áðþà, öèêëû Øóáåðòà ïåðåñåêàþòñÿ.

Öèêë Øóáåðòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ êëåòîê Áðþà. Äåéñòâèòåëüíî, çàìûêàíèå B�
îðáèòû ÿâëÿåòñÿ B�èíâàðèàíòíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, à ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïàäàåòñÿ â îáúåäèíåíèå
B�îðáèò. Òåì ñàìûì, êëåòêè Áðþà äåéñòâèòåëüíî äàþò àëãåáðàè÷åñêîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãî-
îáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå Fn âëîæåíî â G(1, n)× · · · ×G(n− 1, n) ↪→ PΛ1V × · · · × PΛn−1V .
Âëîæåíî îíî êàê çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, ïðîèçâåäåíèå ïðîåêòèâíûõ ìíîãîîáðàçèé ïðîåêòèâíî.

¤
Çàìå÷àíèå 7.7. Íà öèêëàõ Øóáåðòà åñòü åñòåñòâåííîå îòíîøåíèå ïîðÿäêà: Xv ≤ Xw åñëè Xv ñîäåð-
æèòñÿ â Xw. Èíäóöèðîâàííûé ïîðÿäîê íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå íàçûâàåòñÿ (ñèëüíûì) ïîðÿäêîì
Áðþà. Ìîæíî îïèñàòü ýòîò ïîðÿäîê ÿâíî, îïèñàâ ñíà÷àëà âñå öèêëû Øóáåðòà êîðàçìåðíîñòè îäèí,
ëåæàùèå â äàííîì öèêëå Øóáåðòà [11, Proposition 3.6.4]:

Xw \ Cw =
⋃

v=ws
l(v)=l(w)−1

s� òðàíñïîçèöèÿ

Xv.

Òðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå òàê îïðåäåë�åííîé íåïîñðåäñòâåííîé ñîîòíîñèìîñòè è áóäåò ïîðÿäêîì Áðþà
íà ãðóïïå Sn.

Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ðàçëîæåíèå Áðþà â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.
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Ïðèìåð 7.8.
• n = 2, P1 = Ce t C(1,2) = A1 ∪ pt.
• n = 3. Øåñòü îðáèò. Îïèøåì öèêëû Øóáåðòà.

Xe = pt � òî÷êà, X(1,3) = F3 � åäèíñòâåííàÿ îòêðûòàÿ êëåòêà ðàçìåðíîñòè 3.

X(123) :



∗ ∗ 1
1 0 0
0 1 0


 � ïðÿìàÿ â ôèêñèðîâàííîé ïëîñêîñòè è ñîäåðæàùàÿ å�å ïëîñêîñòü.

X(123) = {(a ∈ l) : a ∈ l0}, X(132) = {(a ∈ l) : l 3 a0}.
Óïðàæíåíèå 7.9. X(123) ' X(132) ' P̂2 � ðàçäóòèå P2 â îäíîé òî÷êå.

X(12) = {(a ∈ l) : l = l0} ' P1.
X(23) = {(a ∈ l) : a = a0} ' P1.

8. Îáîáùåíèÿ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ
Ïóñòü K � ñâÿçíàÿ êîìïàêòíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ìàêñèìàëüíûì òîðîì T . Òîãäà èìååì äèôôåîìîðôèçì

G/B = K/T,

íàäåëÿþùèé àíàëèòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå K/T êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé.
Îïðåäåëåíèå 8.1. Ãðóïïà Âåéëÿ W = N(T )/T .
Óïðàæíåíèå 8.2. Â ñëó÷àå GLn ãðóïïà Âåéëÿ ðàâíà Sn.
Ôàêò 8.3. Îïðåäåëåíî äåéñòâèå W : K/T . Îíî íå ñîõðàíÿåò êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó.
Óïðàæíåíèå 8.4. Äëÿ F2 = P1 èìååì (12) : z 7→ z̄, òî åñòü åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé ýëåìåíò
ãðóïïû Âåéëÿ äåéñòâóåò êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì.
Ôàêò 8.5. Äëÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû G èìååì àëãåáðàè÷åñêîå êëåòî÷íîå ðàçëîæåíèå G =

⊔
w∈W

BwB.

Ôàêò 8.6. Ïóñòü X � ãëàäêîå êîìïëåêñíîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ñ àëãåáðàè÷åñêèì êëåòî÷-
íûì ðàçáèåíèåì. Òîãäà:

• H∗(X) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì èç çàìûêàíèé êëåòîê.
• H i(X) = 0 äëÿ íå÷�åòíûõ i. Äèôôåðåíöèàëû íóëåâûå, êðó÷åíèé íåò.
• H2(X) = Pic(X).

Ñëåäñòâèå 8.7. H∗(G/B) � ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà ñ áàçèñîì {[Xw]}w∈W .
Çàäà÷à 8.8. Êàê íàéòè XvXw =

∑
cu
wvXu? Íàéòè êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå êîýôôèöèåíòîâ cwvu,

èç êîòîðîãî áû ñëåäîâàëà èõ íåîòðèöàòåëüíîñòü (ïîñëåäíÿÿ äîâîëüíî ëåãêî ñëåäóåò èç ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå ìû âñêîðå îáñóäèì). Äëÿ ãðàññìàííèàíîâ ðåøåíèå èçâåñòíî � ýòî
êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò î êîýôôèöèåíòàõ Ëèòòëüâóäà�Ðè÷àðäñîíà. Çàäà÷à íåäàâíî áûëà ðåøåíà è
äëÿ äâóøàãîâûõ ôëàãîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðè÷�åì äîñòàòî÷íî ñëîæíî. Äëÿ ïîëíûõ ôëàãîâ ðåøåíèå
íåèçâåñòíî.
Óïðàæíåíèå 8.9. H2(G/B) êàê àáåëåâà ãðóïïà ïîðîæäàåòñÿ äèâèçîðàìè Øóáåðòà.

Äëÿ Fn èìååì Pic(Fn) ' H2(Fn) ' Zn−1.
Óïðàæíåíèå 8.10. Ðåøèòü çàäà÷ó 8.8 äëÿ F3.
Ëåììà 8.11. Ïóñòü Cv è Cw � äâå êëåòêè Øóáåðòà. Òîãäà äëÿ îáùåãî g ∈ G ïåðåñå÷åíèå gCv∩Cw

òðàíñâåðñàëüíî.
Äëÿ ïîÿñíåíèÿ íàéä�åì X2

(123). Ïîëîæèì gX(123) = X ′
(123) = {(a′ ∈ l′) : a′ ∈ l′0}. Òîãäà äëÿ ïåðåñå÷å-

íèÿ ñ X(123) èìååì a = l0 ∩ l′0, l = l′ 3 a. Ýòî öèêë X(23). Íàèáîëåå òðóäíî âû÷èñëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå
X(123) ·X(213), ãäå â ïåðåñå÷åíèè íå ïîëó÷àþòñÿ áóêâàëüíî êëåòêè. Øóáåðò â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðåë
áû ïîëîæåíèå êîðàçìåðíîñòè 1, à èìåííî, a′0 ∈ l0, òåì íå ìåíåå ïîëó÷èâ ïðàâèëüíûé îòâåò.

Îïèøåì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ñòðóêòóðó êîëüöà êîãîìîëîãèé.
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Òåîðåìà 8.12 (ïðåäñòàâëåíèå Áîðåëÿ). H∗(Fn,Z) = Z[x1, . . . , xn]/S, ãäå deg(xi) = 2, è èäåàë S
ïîðîæä�åí îäíîðîäíûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.
Ïðèìåð 8.13.

• H∗(P1,Z) = Z[x1, x2]/(x1 + x2, x1x2) ' Z[x]/(x2)

• H∗(F3,Z) = Z[x,y,z]
S

= Z[x,y]
(x2+xy+y2,x3)

. Åñòü áàçèñ {1, x, y, x2, xy, y2}, îñòàëüíîå ÷åðåç íåãî âûðàæà-
åòñÿ.

Çàäà÷à 8.14. Íàéòè ìíîãî÷ëåíû, ïðåäñòàâëÿþùèå öèêëû Øóáåðòà.
Òåîðåìó Áîðåëÿ ìû äîêàæåì íèæå, äëÿ ÷åãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ êëàññû ×åðíà.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâà ïîäõîäà ê äîêàçàòåëüñòâó (îíè îáà äîâîäÿòñÿ äî ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà

ñ ïîìîùüþ òåîðèè êëàññîâ ×åðíà).
Ïåðâûé ïîäõîä. Ìíîãîîáðàçèå Fn ðàññëàèâàåòñÿ íàä Pn−1 ñî ñëîåì Fn−1, {V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1} 7→

Vn−1. Åñëè áû ðàññëîåíèå áûëî òðèâèàëüíî, ìû áû ïðîñòî ïåðåìíîæèëè êîëüöà êîãîìîëîãèé, íî ýòî
íå òàê, ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ êîëüöà êîãîìîëîãèé ïîìîãóò êëàññû ×åðíà.
Âòîðîé ïîäõîä.

P1 ={Vn−1 ⊂ Cn} ' Pn−1

P2 ={Vn−2 ⊂ Vn−1 ⊂ Cn}
. . .

Pn−1 ={V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−2 ⊂ Vn−1 ⊂ Cn} ' Fn

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Pi � ïðîåêòèâèçàöèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå íèæå) òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ íà
Pi−1 ñî ñëîåì V n−i. Ïîýòîìó íàäî íàó÷èòüñÿ íàõîäèòü êîãîìîëîãèè ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèÿ ïî
êîãîìîëîãèÿì áàçû.

Ïóñòü E → X � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà r, à Y = P(E∗) � ìíîãîîáðàçèå ãèïåð-
ïëîñêîñòåé â E (èëè ýêâèâàëåíòíî, ìíîãîîáðàçèå ïðÿìûõ â äâîéñòâåííîì ðàññëîåíèè E∗), íàçûâàå-
ìîå ïðîåêòèâèçàöèåé ðàññëîåíèÿ. Òîãäà π : Y → X ñî ñëîåì Pn−1. Âîîáùå-òî åñòåñòâåííåé íàçûâàòü
ïðîåêòèâèçàöèåé ðàññëîåíèÿ E ïðîñòðàíñòâî ïðÿìûõ â E (òî åñòü P(E)), íî ìû óâèäèì, ÷òî èìåí-
íî ïðîñòðàíñòâî ãèïåðïëîñêîñòåé ïðÿìî ñâÿçàíî ñ êëàññàìè ×åðíà ðàññëîåíèÿ E (òîãäà êàê P(E)
ñâÿçàíî ñ êëàññàìè ×åðíà äâîéñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ E∗).
Òåîðåìà 8.15 (î ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèÿ). H∗(Y ) = H∗(X)[ξ]

(ξr−c1ξr−1+···+(−1)rcr)
, ãäå ci � êëàññû ×åðíà

ðàññëîåíèÿ E.
Ïðè àêñèîìàòè÷åñêîì îïðåäåëåíèè êîãîìîëîãèé ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêñèîì (è âûïîë-

íåíà îíà íå òîëüêî äëÿ îáû÷íûõ êîãîìîëîãèé, íî è äëÿ ýêñòðàîðäèíàðíûõ òåîðèé êîãîìîëîãèé,
íàïðèìåð, äëÿ êîáîðäèçìîâ), à Ãðîòåíäèê èìåííî ÷åðåç ýòî îïðåäåëÿë êëàññû ×åðíà, äàëåå èç íèõ
ïîëó÷àÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà.

Ðàññìîòðèì òðèâèàëüíûé ïðèìåð: X = pt, E = Cn+1 ⇒ Y = Pn, H∗(Pn) = Z[ξ]/(ξn), òàê êàê
êëàññû ×åðíà ðàâíû íóëþ.

9. Êëàññû ×åðíà
Ïóñòü E → X � êîìïëåêñíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä ãëàäêèì êîìïàêòíûì àëãåáðàè÷åñêèì ìíî-

ãîîáðàçèåì X, rk(E) = r. Ìû õîòèì ïîìåðèòü, íàñêîëüêî ðàññëîåíèå E íåòðèâèàëüíî. Åñòåñòâåííûé
ñïîñîá � ïîïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü íàáîð ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé, è ïîñìîòðåòü íà
ïðåïÿòñòâèÿ. Çàìåòèì, ÷òî àëãåáðàè÷åñêèõ ñå÷åíèé ìîæåò íå áûòü âîâñå, ïîýòîìó ìû ðàññìîòðèì
áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ñå÷åíèÿ s1, . . . , sr (ýòîò ïîäõîä ðàáîòàåò íàä R è C, à íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì
îêàçàëîñü áû íåîáõîäèìûì ñòðîèòü êëàññû ×åðíà ïî Ãðîòåíäèêó). Âûáðàòü ñå÷åíèÿ ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûìè äëÿ íåòðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íå óäà�åòñÿ. Îïðåäåëèì êëàññû ×åðíà ÷åðåç ìíîæåñòâà
âûðîæäåíèÿ

ci(E; s1, . . . , sr) = {x ∈ X : s1(x), . . . , sr−i+1(x) ëèíåéíî çàâèñèìû}.
Â òàêîì îïðåäåëåíèè òàêæå íóæíî ó÷èòûâàòü çíàêè, ïðèõîäÿùèå èç îðèåíòàöèè êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè ìíîæåñòâà âûðîæäåíèÿ (åñëè óäàëîñü íàéòè àëãåáðàè÷åñêèå ñå÷åíèÿ, òî âñå çíàêè àâòîìàòè÷åñêè
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ïîëîæèòåëüíû). Åñëè ñå÷åíèÿ âûáðàíû â îáùåì ïîëîæåíèè (â ÷àñòíîñòè, 〈s1, . . . , si〉 ïåðåñåêàåò 〈si+1〉
òðàíñâåðñàëüíî äëÿ âñåõ i), òî ïî ìíîæåñòâó âûðîæäåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü öèêë ci(E) â H2i(X), íå
çàâèñÿùèé îò âûáîðà ñå÷åíèé (ïîäðîáíî îá ýòîì íàïèñàíî â [3, Ãë. 3.3], à âî âñåõ èíòåðåñóþùèõ íàñ
ïðèìåðàõ ýòî áóäåò î÷åâèäíî). Åãî ìû è íàçîâ¼ì i-òûì êëàññîì ×åðíà ðàññëîåíèÿ E. Çàìåòèì, ÷òî
äëÿ âåùåñòâåííûõ ðàññëîåíèé ìû áû àíàëîãè÷íî ïîëó÷èëè êëàññû Ïîíòðÿãèíà.
Ïðèìåð 9.1.

• Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå E = TX. Ñå÷åíèÿ � ýòî âåêòîðíûå ïîëÿ. Ïî òåîðåìå Õîïôà äëÿ
âåêòîðíîãî ïîëÿ â îáùåì ïîëîæåíèè ÷èñëî íóëåé ñ ó÷¼òîì çíàêîâ ðàâíî ýéëåðîâîé õàðàêòå-
ðèñòèêå, ïîýòîìó ñòàðøèé êëàññ ×åðíà cn(TX) ðàâåí êëàññó òî÷êè, óìíîæåííîìó íà χ(X).

• Òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå E = X × Cr. Âñå êëàññû ×åðíà òðèâèàëüíû.
• Òàâòîëîãè÷åñêîå ôàêòîððàññëîåíèå íà ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå E = O(1). Ïóñòü X =
Pr−1 = P(V ∗) � ãèïåðïëîñêîñòè â V . Ðàññìîòðèì òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå H → X. Ðàñ-
ñìîòðèì ðàññëîåíèå O(1), çàäàííîå òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàññëîåíèé:

0 → H→ V → O(1) → 0.

Òàêèì îáðàçîì, O(1) � ëèíåéíîå ôàêòîððàññëîåíèå (íàçûâàåìîå òàâòîëîãè÷åñêèì ôàêòîð-
ðàññëîåíèåì). Èùåì êëàññû ×åðíà. Ïîñêîëüêó ðàññëîåíèå ëèíåéíî, îíî èìååò òîëüêî c1. Êàæ-
äûé âåêòîð v ∈ V äà¼ò àëãåáðàè÷åñêîå ñå÷åíèå òàêèì îáðàçîì v Ã s(x) = v mod(Hx). Ïîýòîìó
c1(O(1)) = {x : s(x) = 0} = {Hx : Hx 3 v} = Pr−2 ⊂ Pr−1 �ãèïåðïëîñêîñòü.

Îïðåäåëåíèå 9.2. Ïîëíûé êëàññ ×åðíà c(E) ðàññëîåíèÿ E ðàâåí 1 + c1(E) + · · ·+ cr(E).
Ôàêò 9.3 (Ôîðìóëà Óèòíè). Ïóñòü E → X, F → X, M → X � âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ. Åñëè èìååì
òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → E → M → F → 0,

òî òîãäà c(M) = c(E)c(F ).
Åñòü òàêæå ôîðìóëà ci(E

∗) = (−1)ici(E) äëÿ êëàññîâ ×åðíà äâîéñòâåííîãî ðàññëîåíèÿ è ôîðìó-
ëà c1(L ⊗ M) = c1(L) + c1(M) äëÿ ïåðâîãî êëàññà ×åðíà òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ëèíåéíûõ
ðàññëîåíèé. Â îòëè÷èå îò ýòèõ äâóõ ôîðìóë (êîòîðûå âåðíû òîëüêî äëÿ îáû÷íûõ êîãîìîëîãèé)
ôîðìóëà Óèòíè âåðíà äëÿ ëþáîé îðèåíòèðóåìîé òåîðèè êîãîìîëîãèé (íàïðèìåð, äëÿ êîìïëåêñíûõ
îðèåíòèðóåìûõ êîáîðäèçìîâ). Ïîñêîëüêó ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Áîðåëÿ (ñì. íèæå) äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü òîëüêî ôîðìóëó Óèòíè, òî è òåîðåìà Áîðåëÿ òàêæå âåðíà äëÿ ëþáîé îðèåíòèðóåìîé
òåîðèè êîãîìîëîãèé.
Ïðèìåð 9.4. Íàéä�åì ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Óèòíè ïîëíûé êëàññ ×åðíà c(H) òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàñ-
ñëîåíèÿ íàä Pr−1. Èìååì

0 → H→ V → O(1) → 0,

òàê ÷òî c(H) · c(O(1)) = 1. Îáîçíà÷èì çà x êëàññ ãèïåðïëîñêîñòè â Pr−1. Êàê ìû óæå âûÿñíèëè âûøå
c(O(1)) = 1 + x. Ïîäåëèâ íà (1 + x) (òî åñòü óìíîæèâ íà (1 − x + x2 − . . . + (−1)r−1xr−1)), ïîëó÷èì
c(H) = 1−x+x2−· · ·+(−1)r−1xr−1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ c(H) = 1+c1(H)+· · ·+cr−1(H).
Ñðàâíèâàÿ ÷ëåíû îäèíàêîâûõ ñòåïåíåé, ïîëó÷àåì ci(H) = (−1)ixi ïðè i ≤ (r − 1).

Ïóñòü L � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûì ðàññëîåíèåì íàçûâàåòñÿ âåêòîðíîå
ðàññëîåíèå ðàíãà 1, òî åñòü ðàññëîåíèå ñî ñëîåì ïðÿìàÿ (òåðìèí �ëèíåéíîå ðàññëîåíèå� íå âïîëíå
óäà÷íûé, íî îáùåïðèíÿòûé). Òîãäà c1(L) äà¼ò êëàññ êîãîìîëîãèé ñòåïåíè äâà. Òàêèì îáðàçîì, èç
ãðóïïû êëàññîâ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà (ãðóïïîâàÿ
îïåðàöèÿ � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå) ïîëó÷àåì ãîìîìîðôèçì â ãðóïïó H2(X,Z) âòîðûõ êîãîìîëîãèé:
L 7→ c1(L). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ýòî îòîáðàæåíèå áóäåò ãîìîìîðôèçìîì òîëüêî äëÿ îáû÷íûõ êîãîìî-
ëîãèé. Ñêàæåì, äëÿ êîáîðäèçìîâ âìåñòî àääèòèâíîãî ãðóïïîâîãî çàêîíà c1(L⊗M) = c1(L) + c1(M)
áóäåò óíèâåðñàëüíûé ôîðìàëüíûé ãðóïïîâîé çàêîí c1(L ⊗M) = F (c1(L), c1(M)), ãäå F (u, v) � äî-
âîëüíî ñëîæíûé ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä îò äâóõ ïåðåìåííûõ, â êîòîðîì òîëüêî ëèíåéíàÿ ÷àñòü
èìååò âèä u + v.
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Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà êëàññîâ èçîìîðôèçìà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé èçîìîðôíà ãðóïïå Ïèêàðà (ñì.
[3, Ãëàâó 1.1]), à ïåðâûé êëàññ ×åðíà äà¼ò ñïîñîá ïî ðàññëîåíèþ ïîñòðîèòü äèâèçîð. Íàïðèìåð, äëÿ
î÷åíü îáèëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ (òî åñòü ïîëó÷åííîãî êàê îãðàíè÷åíèå ðàññëîåíèÿ OPN (1) íà
X äëÿ íåêîòîðîãî ïðîåêòèâíîãî âëîæåíèÿ X → PN) ïåðâûé êëàññ ×åðíà � ýòî â òî÷íîñòè äèâè-
çîð ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ. Èç ðàññëîåíèÿ ìû íàó÷èëèñü äåëàòü äèâèçîð. Òåïåðü íàîáîðîò. Ïóñòü
äèâèçîð â êàðòå Uα çàäà�åòñÿ fα = 0. Òîãäà ìîæíî îïðåäåëèòü ëèíåéíîå ðàññëîåíèå ñ ïîìîùüþ òðè-
âèàëèçàöèé Uα×C è ôóíêöèé ïåðåõîäà gαβ = fα

fβ
. Òî åñòü êàðòû Uα×C è Uβ ×C ñêëåèâàþòñÿ ïóò¼ì

îòîæäåñòâëåíèÿ ïàð (x, v) è (x, gαβ(x)v) äëÿ âñåõ x ∈ Uα ∩ Uβ.
Òåïåðü ìû ìîæåì óòî÷íèòü òåîðåìó î ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèè. Ïóñòü Y = P(E∗) → X. Òîãäà

H∗(Y ) = H∗(X)[ξ]/(ξr − c1ξ
r−1 + · · · + (−1)rcr), ãäå ci := ci(E) � êëàññû ×åðíà, à ξ èìååò òàêîé

ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Íà Y åñòü òàâòîëîãè÷åñêîå ðàññëîåíèå HE ðàíãà r − 1 è òàâòîëîãè÷åñêîå
ôàêòîððàññëîåíèå OE(1) = π∗E/HE. Òîãäà ξ = c1(OE(1)).

Óïðàæíåíèå 9.5. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Óèòíè äëÿ êîðîòêîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
0 → HE → π∗E → OE(1) → 0

äîêàæèòå ñîîòíîøåíèå ξr − c1ξ
r−1 + · · ·+ (−1)rcr = 0.

Èç óïðàæíåíèÿ ëåãêî âûâåñòè ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî, òîò ôàêò, ÷òî H∗(Y ) � ñâîáîäíûé H∗(X)-ìîäóëü ñ r îáðàçóþùèìè 1, ξ, . . . , ξr−1 ìîæíî
ïðîâåðèòü, ïîñòðîèâ êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå äëÿ Y . À ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñòðóêòóðà ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ òåì, êàê ξr ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî îáðàçóþùèì.

Òåïåðü îáúÿñíèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë xi â òåîðåìå Áîðåëÿ. Íà Fn åñòü n òàâòîëîãè÷åñêèõ ðàñ-
ñëîåíèé V1,. . . , Vn. Ñëîé ðàññëîåíèÿ Vi íàä äàííûì ôëàãîì � ýòî i-òîå ïðîñòðàíñòâî ôëàãà. Çàìåòèì,
÷òî Vn � òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå. Òåïåðü îïðåäåëèì n ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé Li = Vi/Vi−1 (ïîëîæèì
V0 = 0, òî åñòü L1 = V1). Òîãäà xi = c1(Li).

Òåïåðü ìû äîâåäå�ì äî êîíöà âòîðîé ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Áîðåëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî
P1 = {Vn−1 ⊂ Cn} = Pn−1

P2 = {Vn−2 ⊂ Vn−1 ⊂ Cn} = P(Vn−1
P1

)

. . .

Pn−1 = {V1 ⊂ · · · ⊂ Vn−1 ⊂ Cn} = P(V2
Pn−2

)

Òîãäà Fn = P(V2
Pn−2) = Pn−1.

Çäåñü è äàëåå, ìû äîïóñêàåì âîëüíîñòü â îáîçíà÷åíèÿõ, êîãäà ðàññëîåíèÿ Vj è Lj (ïðè j ≥ n− i)
ðàññìàòðèâàåì êàê ðàññëîåíèÿ íà Pi.

Ïðèìåíÿÿ n − 1 ðàç òåîðåìó î ïðîåêòèâèçèðîâàííîì ðàññëîåíèè íåñëîæíî âûâåñòè, ÷òî H∗(Fn)
ìóëüòèïëèêàòèâíî ïîðîæäàåòñÿ îáðàçóþùèìè xn, xn−1, . . . , x2.

Óïðàæíåíèå 9.6. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé íà Pn−i:
OVi(1) ' Li.

Íåñëîæíî òàêæå ïðîâåðèòü, ÷òî x1,. . . , xn óäîâëåòâîðÿþò âñåì ñîîòíîøåíèÿì èç èäåàëà S. Äåé-
ñòâèòåëüíî, èìååì ñåðèþ êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

0 → Vn−1 → Vn → Ln → 0

0 → Vn−2 → Vn−1 → Ln−1 → 0

. . .

0 → L1 → V2 → L2 → 0
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Óïðàæíåíèå 9.7. Âûâåñòè èç ôîðìóëû Óèòíè, ÷òî (1 + x1) . . . (1 + xn) = 1.
Ïîñêîëüêó (1 + x1) . . . (1 + xn) = 1 + (x1 + · · ·+ xn)︸ ︷︷ ︸

=0

+ · · · + σn(x1, . . . , xn)︸ ︷︷ ︸
=0

, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñå

ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû σi îò xi ðàâíû íóëþ.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî íåò äðóãèõ ñîîòíîøåíèé. Ýòî ìîæíî âûâåñòè êîñâåííî èç ñðàâíåíèÿ

ðàçìåðíîñòåé Z-ìîäóëåé, à ìîæíî ïðÿìî � âûïèñàâ ñîîòíîøåíèÿ èç òåîðåìû î ïðîåêòèâèçèðîâàííîì
ðàññëîåíèè. Ïîñëåäíèé ñïîñîá ÿâëÿåòñÿ ïîó÷èòåëüíûì óïðàæíåíèåì íà ïðèìåíåíèå êëàññîâ ×åðíà
è ôîðìóëû Óèòíè. Ìû ðàçáåð¼ì ñëó÷àé n = 3. Îáùèé ñëó÷àé îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Èìååì P2 = P1 = {V2 ⊂ C}, P2 = F3 = {V1 ⊂ V2 ⊂ C3}. Ìû çíàåì, ÷òî H∗(P2) = Z[x3]/(x
3
3),

P2 = P(V2
P2) ⇒ H∗(P2) = H∗(P2)[x2]/(x

2
2 − c1(V2)x2 + c2(V2)). Íî ìû óæå âûÿñíèëè (ñì. Ïðèìåð 9.4),

÷òî c1(V2) = −x3, c2(V2) = x2
3. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî H∗(P2) = Z[x2, x3]/(x

3
3, x

2
2 + x2x3 + x2

3).
Ëåãêî ïðîâåðèòü (õîòÿ ýòî íå ñðàçó î÷åâèäíî), ÷òî èäåàë (x3

3, x
2
2 + x2x3 + x2

3) ñîâïàäàåò ñ S. Â îáùåì
ñëó÷àå, ìû òàêæå ïîëó÷èì îïèñàíèå S îòëè÷íîå îò ñòàíäàðòíîãî (âñå äåòàëè ìîæíî íàéòè â [11,
Proposition 3.6.15]).

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó Áîðåëÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ïîäõîäà ñ ïðîøëîé ëåêöèè. Â ÷¼ì-òî ýòîò
ñïîñîá ïðîùå, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ñðàçó ïîëó÷èòü ñòàíäàðòíîå îïèñàíèå èäåàëà S.
Òåîðåìà 9.8 (î ðàññëîåíèè ôëàãîâ). Ïóñòü E → X � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, F(E) � ïîëíûå ôëàãè
â E. Òîãäà

H∗(F(E)) = H∗(X)[x1, . . . , xn]/(σi(x1, . . . , xn) = ci(E), i = 1, . . . , n).

Íàñ èíòåðåñóåò ñëó÷àé X = pt, E = Cn, F(E) = Fn. Òîãäà èç òåîðåìû î ðàññëîåíèè ôëàãîâ
â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñëåäóåò òåîðåìà Áîðåëÿ. Íî êàê ýòî ÷àñòî áûâàåò, áîëåå
îáùåå óòâåðæäåíèå ïðè ýòîì ïðîùå äîêàçàòü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Áàçà î÷åâèäíà (âîïðåêè òîìó, ÷òî íàïèñàíî â äîêàçàòåëüñòâå [11,
Proposition 3.8.1], òåîðåìà Áîðåëÿ äëÿ ýòîãî íå íóæíà). Ïóñòü Y = P(E∗) � ãèïåðïëîñêîñòè â E. Èìå-
åì HE → Y , rk(H(E)) = n−1, ïðè÷¼ì F(HE) = F(E). Íî ê HE óæå ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå
èíäóêöèè.
Çàäà÷à 9.9. Äîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî äî êîíöà.

¤

10. Ñâÿçü òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû G è äèâèçîðîâ íà G/B

Çäåñü G áóäåò ëþáîé ðåäóêòèâíîé ãðóïïîé. Îñíîâíûì ïðèìåðîì ïîñëóæèò G = GLn èëè G = SLn.
Íàïîìíèì òåîðèþ: ïóñòü π : G → GL(V ) � íåïðèâîäèìîå êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå, è â G

ôèêñèðîâàíà áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà B, òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ 〈v〉, äëÿ êîòîðîé
B〈v〉 = 〈v〉. Ýòîò v � ñòàðøèé âåêòîð. Âåñîì λ(v) ïðåäñòàâëåíèÿ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåð òîðà T ∈ B
íà 〈v〉.
Ïðèìåð 10.1. Ïóñòü G = GL(n), V òàâòîëîãè÷åñêîå, òîãäà v = e1, λ(v) = t1 ↔ (1, 0, . . . , 0).
Òåîðåìà 10.2. Íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ G áèåêòèâíî ñîîòâåòñòâóþò äîìèíàíòíûì âåñàì.

Äëÿ GL(n) âåñ äîìèíàíòíûé, åñëè λ1 > · · · > λn. Èìååì îòîáðàæåíèå G/B → P(Vλ), g → π(g)〈v〉,
ÿâëÿþùååñÿ âëîæåíèåì äëÿ ñòðîãî äîìèíàíòíîãî âåñà (â ñëó÷àå GL ýòî óñëîâèå äîìèíàíòíîñòè ñî
ñòðîãèìè çíàêàìè).
Ïðåäëîæåíèå 10.3. Åñëè âåñ λ ñòðîãî äîìèíàíòíûé, òî pλ : G/B → P(Vλ) ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

Îáîçíà÷èì çà XT ðåø¼òêó õàðàêòåðîâ ìàêñèìàëüíîãî òîðà T .
Ïðåäëîæåíèå 10.4. Äëÿ ïîëóïðîñòîé (òî åñòü äëÿ ðåäóêòèâíîé ãðóïïû ñ äèñêðåòíûì öåíòðîì)
îäíîñâÿçíîé ãðóïïû G Pic(G/B) ' XT .

Èçîìîðôèçì óñòðîåí òàê: ñòðîãî äîìèíàíòíîìó âåñó λ ñîïîñòàâëÿåì î÷åíü îáèëüíûé äèâèçîð
Dλ, ÿâëÿþùèéñÿ äèâèçîðîì ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ äëÿ âëîæåíèÿ G/B → P(Vλ), íà îñòàëüíûå âåñà
ïðîäîëæàåì ïî ëèíåéíîñòè. Äîêàæåì ýòó ïðåäëîæåíèå äëÿ G = SLn.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû çíàåì, ÷òî Pic(Fn) = 〈D1, . . . , Dn−1〉Z, ãäå Di = {F : Vi(F ) ∩ En−i 6= {0}} �
äèâèçîðû Øóáåðòà (çäåñü Ei � ôèêñèðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè i). Íàäî íàéòè òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå Vλ, ÷òî Di � äèâèçîð ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ äëÿ Fn → P(Vλ).

Óïðàæíåíèå 10.5. Ïóñòü V òàâòîëîãè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå. Òîãäà ïðåäñòàâëåíèÿ ΛiV íåïðèâî-
äèìû äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n− 1, è Di � ãèïåðïëîñêîå ñå÷åíèå äëÿ Fn → P(ΛiV ).

Íàïðèìåð, â V åñòü ñòàðøèé âåêòîð e1, è Fn îòîáðàæàåòñÿ êàê GL-îðáèòà 〈e1〉 â P(V ). Ýòî îòîá-
ðàæåíèå çàáâåíèÿ âñåõ ïðîñòðàíñòâ ôëàãà, êðîìå ïðÿìîé, ïðè÷¼ì îáðàç �âñ¼ P(V ). Â îáùåì ñëó÷àå
âìåñòî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà â îáðàçå ïîëó÷àòñÿ ãðàññìàíèàíû.

¤

11. Ìíîãî÷ëåíû Øóáåðòà
Â íåñêîëüêèõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ïðåèìóùåñòâåííî çàäàâàëèñü ãåîìåòðè÷åñêèìè âîïðî-

ñàìè, ñåé÷àñ æå çàéì�åìñÿ åù¼ è êîìáèíàòîðèêîé.
Êàê ìû âûÿñíèëè ðàíåå, H∗(Fn) ' Z[x1, . . . , xn]/S, xi = −ci(L〉). Ñ äðóãîé ñòîðîíû èìååòñÿ áàçèñ

èç öèêëîâ Øóáåðòà, è åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, êàêèå ìíîãî÷ëåíû èì ñîîòâåòñòâóþò? Âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ìíîãî÷ëåíû, ïðåäñòàâëÿþùèå öèêëû Øóáåðòà îïðåäåëåíû ïî ìîäóëþ èäåàëà S, íî ïðèíÿòî èõ
ôèêñèðîâàòü çà ñ÷¼ò ñëåäóþùåãî âûáîðà áàçèñà.

Óïðàæíåíèå 11.1. Â H∗(Fn) íàáîð {xi1
1 . . . x

in−1

n−1 : ik 6 n− k, k = 1, . . . , n− 1} ñîñòàâëÿåò áàçèñ.

Îïðåäåëåíèå 11.2. Ìíîãî÷ëåí Øóáåðòà Sw � öåëî÷èñëåííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ìîíîìîâ âû-
øåóêàçàííîãî âèäà, äëÿ êîòîðîé Sw modS = [Xw].

Çíàê ¾−¿ â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòîâ xi âûáðàí äëÿ óäîáñòâà, ÷òîáû âñå êîýôôèöèåíòû â ìíîãî÷ëå-
íàõ Øóáåðòà áûëè ïîëîæèòåëüíû.

Ïðèìåð 11.3.
• n = 2, F2 = P1, Xe = [pt], X(12) = P1.

S(12) = 1, Se = x1 (= −x2) � ïåðâûé êëàññ ×åðíà ðàññëîåíèÿ L2.
• n = 3, X(123) = c1(L1), X(132) = c1(L3) ⇒ S(123) = x1, S(132) = x1 + x2;

X(12) = X2
(132) ⇒ S(12) = S2

(132) = (x1 + x2)
2≡

S
x1x2, S(23) = x2

1

S(13) = 1, Se = x2
1x2.

Çàäà÷à 11.4 (ïðî äèâèçîðû è êðèâûå Øóáåðòà).
0. Se = xn−1

1 xn−2
2 . . . xn−1 (ñëåäñòâèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áîðåëÿ)

1. Ssi
= Se

xi
(òîæå)

2. Sw0si
= x1 + · · · + xi, ãäå S 3 w0 = (1, . . . , n) → (n, . . . , 1) � ñàìûé äëèííûé ýëåìåíò â

(Xw0si
= c1(Vn/V i) è ôîðìóëà Óèòíè).

• Äëÿ öèêëîâ Øóáåðòà äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé âñ�å óæå íå òàê ïðîñòî. Íàïðèìåð, äëÿ n = 4,
w = (1, 2, 3, 4), Sw = x2y + xy2 + x2z + xyz + y2z.

Çàäà÷à 11.5 (îòêðûòàÿ). Äëÿ äàííîãî n íàéòè ìíîãî÷ëåí Øóáåðòà ñ íàèáîëüøèì ÷èñëîì ìîíî-
ìîâ èëè õîòÿ áû èõ êîëè÷åñòâî, òî åñòü Sw(1, . . . , 1) (ìîíîìû îäíîãî è òîãî æå òèïà ìû òîæå
ðàçëè÷àåì, ñêàæåì, 3x1 ýòî òðè ìîíîìà, à íå îäèí).

Çàäà÷à 11.6 (ðåø�åííàÿ). Äëÿ ëþáîãî n è w = (1, n, n − 1, . . . , 2) îêàçûâàåòñÿ, ÷òî Sw(1, . . . , 1) =
Cn−1 � ÷èñëà Êàòàëàíà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì åù�å îäíî èç áîëüøîãî ìíîæåñòâà èõ îïðå-
äåëåíèé.

Çäåñü ìû âèäèì, ÷òî ÷èñëî ìîíîìîâ ðàñò¼ò äîñòàòî÷íî áûñòðî. Íî íà ñàìîì äåëå ðîñò çíà÷èòåëüíî
áîëåå áûñòðûé (÷èñëà Êàòàëàíà äàþò ìàêñèìóì òîëüêî äëÿ n = 2, 3, 4).

Òåïåðü ìû îïèøåì àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà.
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Îïðåäåëåíèå 11.7. Îïåðàòîð ðàçäåë�ííûõ ðàçíîñòåé (îïåðàòîð Äåìàçþðà) Ai äåéñòâóåò íà
Z[x1, . . . , xn] ïî ôîðìóëå

Ai(f) =
f(. . . , xi, xi+1, . . . )− f(. . . , xi+1, xi, . . . )

xi − xi+1

Óïðàæíåíèå 11.8.
• Ïîêàçàòü êîððåêòíîñòü.
• ker(Ai) = Im(Ai) = Z[x1, . . . , xn](ii+1) := Ri. Çà Ri îáîçíà÷èì ïîäêîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ èíâàðè-
àíòíûõ îòíîñèòåëüíî òðàíñïîçèöèè (i i + 1)

• Îïåðàòîð Ai Ri-ëèíååí, òî åñòü Ai(rf) = r Ai(f) äëÿ êàæäîãî r ∈ Ri è f ∈ Z[x1, . . . , xn].
• Íà îïåðàòîðàõ Äåìàçþðà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿì íà ñòàí-
äàðòíûå îáðàçóþùèå â ãðóïïå Sn:

A2
i = 0

AiAj = AjAi â ñëó÷àå |i− j| > 2 � äàëüíÿÿ êîììóòàòèâíîñòü.
AiAi+1Ai = Ai+1AiAi+1 � ñîîòíîøåíèÿ êîñ.

ßñíî, ÷òî S ⊆ ker(Ai), òàê ÷òî äåéñòâèå Ai îïóñêàåòñÿ íà Z[x1, . . . , xn]/S.

Òåîðåìà 11.9 (È. Áåðíøòåéí�Ãåëüôàíä�Ãåëüôàíä, Äåìàçþð). Se = xn−1
1 xn−2

2 . . . xn−1, Sw =
Ail . . . Ai1, ãäå w = si1 . . . sil � ëþáîå ïðèâåä�åííîå (òî åñòü ìèíèìàëüíîé äëèíû) ðàçëîæåíèå.

Ïðèìåð 11.10. n = 3, S(12) = A1Se = A1(x
2
1x2) = x1x2

Óïðàæíåíèå 11.11. Åñëè ðàçëîæåíèå íåïðèâåä�åííîå, òî Ail . . . Ai1 = 0. Åñëè ðàçëîæåíèå ïðèâå-
ä¼ííîå, òî îïåðàòîð Ail . . . Ai1 (÷àñòî îáîçíà÷àåìûé ïðîñòî Aw) çàâèñèò òîëüêî îò w.

Â ðåøåíèè âòîðîé ÷àñòè óïðàæíåíèÿ ïîëåçåí òàêîé ôàêò. Åñëè ïîñòðîèòü ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî
ñîîòâåòñòâóþò ïðèâåä�åííûì ðàçëîæåíèÿì, à ð�åáðà � ñîîòíîøåíèÿì, íå ñ÷èòàÿ s2 = e, òî ãðàô áóäåò
ñâÿçåí (ýòî íåòðèâèàëüíî). Îá ýòîì ïîäðîáíî íàïèñàíî â [11, Proposition 2.1.6].

12. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïåðàòîðîâ Äåìàçþðà è äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 11.9
Òåîðåìà 11.9 áûëà äîêàçàíà â íà÷àëå 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà íåçàâèñèìî â ñîâìåñòíîé ðàáîòå

È. Áåðíøòåéíà�Ãåëüôàíäà�Ãåëüôàíäà [1] è â ðàáîòå Äåìàçþðà [4] (ìíîãèå èäåè ïðèñóòñòâîâàëè óæå
â íåîïóáëèêîâàííîé ðóêîïèñè Øåâàëëå íà÷àëà 50-õ). Äîêàçàòåëüñòâà àáñîëþòíî ðàçíûå. Äîêàçà-
òåëüñòâî Äåìàçþðà ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ îïåðàòî-
ðîâ ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé (êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò â [1], òàê ÷òî îñòà¼òñÿ çàãàäêîé, êàê îíè
ïðèäóìàëè ýòè îïåðàòîðû). Ïóñòü Fi

n = {V0 ⊂ · · · ⊂ Vi−1 ⊂ Vi+1 ⊂ · · · ⊂ Vn}, pi : Fn → Fi
n ïðîåêòèâíîå

ðàññëîåíèå ñî ñëîåì P1. Òîãäà èìååì Ai = p∗i pi∗. Ýòî îòîáðàæåíèå H∗(Fn) â ñåáÿ. Çàìåòèì, ÷òî Ri

ýòî â òî÷íîñòè p∗i H
∗(Fi

n) ' H∗(Fi
n).

Íàïîìíèì, ÷ò�î åñòü ïðÿìîé è îáðàòíûé îáðàç.
p : Y → X � ìîðôèçì ìíîãîîáðàçèé.
p∗ : H∗(X) → H∗(Y ) � ãîìîìîðôèçì êîëåö, ñîõðàíÿþùèé êîðàçìåðíîñòü öèêëîâ (òî åñòü ñòåïåíè).
p∗ : H∗(Y ) → H∗−d(X) � ãîìîìîðôèçì H∗(X)-ìîäóëåé (íå êîëåö!), ñîõðàíÿþùèé ðàçìåðíîñòü (òî

åñòü ïîíèæàþùèé ñòåïåíè íà d := dim Y − dim X).

Ïðèìåð 12.1. Ïóñòü p : P1 → pt. Òîãäà èìååì
p∗ : Z→ Z[t]/(t2), 1 7→ 1

p∗ : Z[t]/(t2) → Z, 1 7→ 0, t 7→ 1
.

Òåïåðü òî æå ñàìîå ÷åðåç îïåðàòîð Äåìàçþðà: P1 = F2, H∗(F2) = Z[x1, x2]/(x1 + x2, x1x2), x1 = t,
x2 = −t. Âèäèì, ÷òî p∗p∗ = A1, ò.ê. 1 7→ 0 = A1(0), x1 7→ 1 = A1(x1).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî n, òîæäåñòâî Ai = p∗i pi∗ ñëåäóåò èç áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.
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Çàäà÷à 12.2. Äëÿ ðàññëîåíèÿ E → X ðàíãà 2 ðàññìîòðèì Y = P(E) = P(E∗) (äëÿ ðàíãà 2, ïðÿìûå
è ãèïåðïëîñêîñòè � îäíî è òî æå). Òåîðåìà î ïðîåêòèâèçàöèè äà�åò êîãîìîëîãèè Y òàêæå è â
òàêîé ôîðìå:

H∗(X)[x1, x2]/(x1 + x2 = c1(E), x1x2 = c2(E)).

Îïðåäåëèì íà ýòîì êîëüöå îïåðàòîð ðàçäåë¼ííûõ ðàçíîñòåé A1 ïî îáû÷íîé ôîðìóëå. Îáîçíà÷èì çà
p : Y → X åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Òîãäà p∗p∗ = A1. (Óêàçàíèå: ïîñêîëüêó è p∗p∗ è A1 ñîõðàíÿþò
ñòðóêòóðó H∗(X)�ìîäóëÿ, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü èõ äåéñòâèå íà îáðàçóþùèõ 1 è ξ = x1. Èç ñîîáðà-
æåíèé ðàçìåðíîñòè p∗p∗(1) = 0. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî p∗p∗(ξ) = 1. Çäåñü ïîëåçíî ðàññìîòðåòü
ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà â E åñòü òðèâèàëüíîå ëèíåéíîå ïîäðàññëîåíèå è ðåàëèçîâàòü ξ ãèïåðïîâåðõ-
íîñòüþ â Y .)

Òåïåðü ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå èäåè â ïîäõîäå Äåìàçþðà è â ïîäõîäå Áåðíøòåéíà ñ Ãåëüôàíäàìè.
Ïîäõîä Äåìàçþðà:

Âî ïåðâûõ, Ai = p∗i pi∗ (ýòî ìû óæå îáñóäèëè), âî-âòîðûõ p∗i pi∗Xw =

{
Xwsi

, åñëè l(wsi) = l(w)− 1

0, èíà÷å.
(ýòî íå î÷åíü ñëîæíî ïðîâåðèòü). Îòñþäà âñ¼ ïîëó÷àåì ïî èíäóêöèè.

Ïîäõîä Áåðøòåéíà-Ãåëüôàíäà-Ãåëüôàíäà:
Ãëàâíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ �ôîðìóëà Øåâàëëå äëÿ óìíîæåíèÿ öèêëà Øóáåðòà íà äèâèçîð, òî÷íåå

äâå âåðñèè ýòîé ôîðìóëû � ãåîìåòðè÷åñêàÿ è àëãåáðàè÷åñêàÿ, êîòîðûå ìîæíî äîêàçàòü íåçàâèñè-
ìî. Íàïîìíèì, ÷òî ýëåìåíòû Pic(Fn) ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì ðåø�åòêè âåñîâ, Dλ ↔ λ = (λ1, . . . , λn).
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðñèÿ:

DλXw =
∑

s=(i,j)
l(ws)=l(w)−1

(λi − λj)Xws

Àëãåáðàè÷åñêàÿ âåðñèÿ:

DλAil . . . Ai1Se =
∑

16k6l

(λi − λj)Ail . . . Âlk . . . Ai1Se,

ãäå (i, j) = sik+1
. . . sil(ik, ik+1), à ñóììèðîâàíèå äîñòàòî÷íî âåñòè ïî òåì k, äëÿ êîòîðûõ

l(si1 . . . ŝik . . . sil) = l − 1.

Ïðèìåð 12.3. n = 3; w = (123) = s1s2

DλXw =
∑

s=(23),(13)

= (λ2 − λ3)Xs1 + (λ1 − λ3)Xs2

DλA2A1Se =
∑

k=1,2

= (λ1 − λ3)A2Se + (λ2 − λ3)A1Se

Óïðàæíåíèå 12.4. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü âåðñèé, èñïîëüçóÿ, ÷òî Xw = AwSe.

Óïðàæíåíèå 12.5. Ïðîâåðüòå òîæäåñòâî DλAi = AiDsiλ + (λi − λi+1) è âûâåäèòå èç íåãî àëãåá-
ðàè÷åñêóþ âåðñèþ.

Ïîëíîé èíäóêöèåé ïî l ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî Xw = AwSe, èñïîëüçóÿ ñõîäñòâî àëãåáðàè÷åñêîé è
ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìóë Øåâàëëå.

Áàçà äëÿ l = 0 óæå áûëà â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ðàçîáðàíà âûøå.
Ïóñòü l > 0. Ñäåëàåì øàã èíäóêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû äîêàçàëè Xu = AuSe äëÿ âñåõ u ñ

l(u) < l. Òîãäà ïî ôîðìóëàì Øåâàëëå Dl
λXw = Dl

λAwSe äëÿ âñåõ Dλ ∈ Pic(Fn) ⇒ Xw = AwSe èç
íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû ïåðåñå÷åíèé íà H∗(Fn).

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî Äåìàçþðà óíèâåðñàëüíåå: îíî ðàáîòàåò äëÿ áîëüøåãî êëàññà òåîðèé
êîãîìîëîãèé, íàïðèìåð, äëÿ êîáîðäèçìîâ, õîòÿ ïåðåíîñ âñåõ èíãðåäèåíòîâ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé
ðàáîòû. Äëÿ êîáîðäèçìîâ ýòî áûëî ïðîäåëàíî Áðåññëåðîì�Èâåíñîì [2]
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1 2 3

2 ¦̈ ¦
1 ¦̈ ¦
3 ¦

Ðèñ. 1. Ïðèâåä¼ííàÿ äèàãðàììà ñ w = (12) è ìîíîìîì x1

1 2 3

1 ¦̈ ¦̈ ¦
3 ¦
2 ¦

1 2 3

1 ¦̈ ¦
3 ¦̈ ¦
2 ¦

Ðèñ. 2. Ïðèâåä¼ííûå äèàãðàììû äëÿ w = (23) ñ ìîíîìàìè x1 è x2, ñîîòâåòñòâåííî.

13. Êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ìíîãî÷ëåíîâ Øóáåðòà
Ïîñòðîèì äèàãðàììû òàêîãî âèäà: åñòü öåëî÷èñëåííûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè (0, 0), (n−

1, 0), (0,−(n−1)), ê íèì ïîäõîäèò n òðóá ñâåðõó è óõîäÿò ñëåâà. Ïðè ýòîì òðóáû ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ
(âîò òàê ) èëè ðàñõîäèòüñÿ (âîò òàê ¦̈) òîëüêî â öåëîé òî÷êå, ïðè÷¼ì ïåðåñåêàòüñÿ êàæäûå äâå
òðóáû èìåþò ïðàâî íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Ñòîëáöû è ñòðîêè äèàãðàììû ìû íóìåðóåì îò âåðøèíû
(0, 0).

Êàæäîé äèàãðàììå D ñîïîñòàâèì ïåðåñòàíîâêó w(D) íà n ýëåìåíòàõ èç óñëîâèÿ: òðóáà, âõîäÿùàÿ
â i-òîì ñòîëáöå âûõîäèò â ñòðîêå ñ íîìåðîì w(D)(i). Òàêæå ñîïîñòàâèì ìîíîì xD îò (n − 1)-îé
ïåðåìåííîé òàêèì îáðàçîì:

xD = x÷èñëî ïåðåñå÷åíèé â ïåðâîì ñòîëáöå
1 . . . x÷èñëî ïåðåñå÷åíèé â ïðåäïîñëåäíåì ñòîëáöå

n−1 .

Òåîðåìà 13.1 (Êèðèëëîâ�Ôîìèí). [5]Sw =
∑

w(D)=w0w

xD, ãäå w0 � ñàìàÿ äëèííàÿ ïåðåñòàíîâêà.

Ïðèìåð 13.2. Cì. ðèñóíêè 1 è 2.

• w = (123), w0w = (12), Sw = x1.
• w = (132), w0w = (23), Sw = x1 + x2.

14. Êîãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèé ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ
Äî ñèõ ïîð ìû èçó÷àëè òîëüêî êîãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ, âî-ïåðâûõ, ïîòîìó èõ

êîëüöà êîãîìîëîãèé ïðîùå îïèñàòü, à âî âòîðûõ ïîòîìó ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ óæå íåñëîæíî îïèñàòü
êîëüöà êîãîìîëîãèé è âñåõ ìíîãîîáðàçèé ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ. Ýòî ìû ñåé÷àñ è ïðîäåëàåì. Ðàññìîòðèì
ìíîãîîáðàçèå ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ Fm• = {Vm1 ⊂ Vm2 ⊂ · · · ⊂ Vmk

⊂ Cn}, m• = {m0 = 0 < m1 < · · · <
mk < mk = n}.

Íà Fm• òàêæå åñòü òàâòîëîãè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ Vmi , i = 0, . . . , k + 1, òàâòîëîãè÷åñêèå ôàêòîððàñ-
ñëîåíèÿ Ei = Vmi/Vmi−1 . Â ñëó÷àå ïîëíûõ ôëàãîâ ðàññëîåíèÿ Ei ëèíåéíû, çäåñü æå íå îáÿçàòåëüíî:
dim(Ei) = mi −mi−1.

Òåîðåìà 14.1. H∗(Fm• ,Z) = Z
[
êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèé

E1, . . . , Ek+1

] /

êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèÿ
E1 ⊕ E2 ⊕ · · · ⊕ Ek+1

òðèâèàëüíû.




Òî åñòü îïèñàíèå â òî÷íîñòè ïîâòîðÿåò ïðåäñòàâëåíèå Áîðåëÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ.
Òàê æå êàê è äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Áîðåëÿ ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèÿ E1⊕E2⊕· · ·⊕
Ek+1 äîëæíû áûòü òðèâèàëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì öåïü êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

0 → Vm1 → Vm2 → E2 → 0
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0 → Vm2 → Vm3 → E3 → 0

. . .

0 → Vmk → Vmk+1 → Ek+1 → 0

Òàêèì îáðàçîì, ïî ôîðìóëå Óèòíè c(Vmk) = c(E1) · · · · · c(Ek+1) = 1. Äîêàçàòü òåîðåìó 14.1 ìîæíî
ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè p : Fn → Fm• (çàáûâàåì âñå ïîäïðîñòðàíñòâà â ïîëíîì ôëàãå,
ðàçìåðíîñòè êîòîðûõ îòëè÷íû îò m1, . . . , mk) è âëîæåíèÿ p∗ : H∗(Fm•) ↪→ H∗(Fn). Îïèøåì îáðàç
p∗(H∗(Fm•)) ' H∗(Fm•) ïðè ýòîì âëîæåíèè, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå Áîðåëÿ. Îêàçûâàåòñÿ, îáðàç
ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê, ïåðåñòàâëÿþùèõ ïåðâûå m1

ïåðåìåííûõ ìåæäó ñîáîé, âòîðûå m2 −m1 ïåðåìåííûõ ìåæäó ñîáîé è ò.ä.
Òåîðåìà 14.2. H∗(Fm•) = Z[x1, . . . , xn]H/S, ãäå H := Sm1 ×Sm2−m1 · · · ×Smk+1−mk

⊂ Sn.
Íàáëþäåíèå. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèÿ Ei � ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå
ôóíêöèè îò xmi

, . . . , xmi+1−1, à êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèÿ c(E1) · · · · · c(Ek+1) ïîðîæäàþò èäåàë S.
Ïîýòîìó Òåîðåìà 14.1 ñðàçó ñëåäóåò èç Òåîðåìû 14.2. Êðîìå òîãî, îáðàç p∗(H∗(Fm•) ñîäåðæèò âñå
ìíîãî÷ëåíû, èíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî H (ïîñêîëüêó îí ñîäåðæèò âñå êëàññû ×åðíà ðàññëîåíèé
Ei).

Óïðàæíåíèå 14.3. Äîêàæèòå Òåîðåìó 14.2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà Fm• = Fi
n

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü äîêàçàòü îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, òî åñòü p∗(H∗(Fm•) ⊂ Z[x1, . . . , xn]H/S. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç p∗(H∗(Fm•) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
H.
Óïðàæíåíèå 14.4. Åñëè mj ≤ i ≤ mj+1 − 2, òî ïðîåêöèÿ p : Fn → Fm• ôàêòîðèçóåòñÿ ÷åðåç
Fi

n. Ñîîòâåòñòâåííî, âëîæåíèå p∗ : H∗(Fm•) ↪→ H∗(Fn) ïðîõîäèò ÷åðåç H∗(Fi
n). Âûâåäèòå îòñþäà,

÷òî p∗(H∗(Fm•)) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî òðàíñïîçèöèè (i i + 1).
À ìîæíî ñðàâíèòü ðàçìåðíîñòè.

Óïðàæíåíèå 14.5. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðîåêòèâèçàöèè ðàññëîåíèÿ, äîêàæèòå, ÷òî H∗(Fn) �
ñâîáîäíûé ìîäóëü ðàíãà m1!(m2 −m1)! . . . (mk+1 −mk)! íàä H∗(Fm•).
Ïðèìåð 14.6. Ïóñòü Fm• = G(2, 4) = {V2 ⊂ C4}. E1 = V2, E2 = V4/V2.

c1(E1) = u1 ∈ H2, c1(E2) = v1

c2(E1) = u2 ∈ H4, c2(E2) = v2

(1 + u1 + u2)(1 + v1 + v2) = c(E1) · c(E2) = 1.
u1 + v1 = 0 ⇒ v1 = −u1.
u2 + v2 + u1v1 = 0 ⇒ v2 = u2

1 − u2.
u1v2 + u2v1 = 0.
u2v2 = 0.
H∗(G(2, 4)) = Z[u1, u2]/(u

3
1, u

2
2 − u2

1u2), deg(u1) = 2, deg(u2) = 4. Áàçèñîì ñëóæèò íàáîð
{ 1︸︷︷︸

0

, u1︸︷︷︸
2

, u2, u
2
1︸ ︷︷ ︸

4

, u1u2︸︷︷︸
6

, u2
2︸︷︷︸

8

}. Êàê ìû ïîìíèì, ÷èñëà Áåòòè èìåííî òàêèå.

15. Îáîáùåíèÿ ìíîãîîáðàçèé ôëàãîâ
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî G � ïðîèçâîëüíàÿ ñâÿçíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà (ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò

ìíîãîîáðàçèå ôëàãîâ G/B, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî öåíòð ãðóïïû G äèñêðåòåí, òî åñòü G ïîëó-
ïðîñòà). Â ýòîì ñëó÷àå H∗(G/B,Z) óæå íå îáÿçàòåëüíî ïîðîæäàåòñÿ êîìïîíåíòîé H2(G/B,Z). Íî
åñëè ìû ïåðåéä¼ì ê êîãîìîëîãèÿì ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî áóäåò ñïðàâåäëèâ àíàëîã
ïðåäñòàâëåíèÿ Áîðåëÿ äëÿ Fn.
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Òåîðåìà 15.1 (Áîðåëü). H∗(G/B,Q) ' Q[T ]/(Q[T ]W>0).
Çäåñü, Q[T ] � ýòî ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ (îáû÷íûõ, à íå Ëîðàíà) ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè íà ìàêñèìàëüíîì òîðå T . Ãðóïïà Âåéëÿ W äåéñòâóåò íà òîðå, à ñëåäîâàòåëüíî è íà
ìíîãî÷ëåíàõ Q[T ]. Íàïîìíèì, ÷òî êîðíè � ýòî âåñà ïðèñîåäèí�åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îíè ïîðîæäà-
þòñÿ k ïðîñòûìè êîðíÿìè α1,. . . ,αk, ãäå k = dim(T ) =: rk(G). Âûáîð ïðîñòûõ êîðíåé çàâèñèò îò
âûáîðà áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû.
Óïðàæíåíèå 15.2. G = SL(n), XG = Zn = 〈χ1, . . . , χn〉Z, χi(diag(t1, . . . , tn)) = ti. Òîãäà êîðíè
{χi−χj}i6=j. Ïðîñòûå êîðíè (äëÿ âåðõíåòðåóãîëüíîé áîðåëåâñêîé) α1 = χ1−χ2,. . . ,αn−1 = χn−1−χn.

Íàïîìíèì, êàê èç âåñà ïîëó÷àåòñÿ äèâèçîð:
λ

ñòðîãî
äîìèíàíòíûé

Ã
Vλ 3 vλ

âåêòîð
ñòàðøåãî âåñà

;
G/B ↪→ P(Vλ)

g 7→ g〈vλ〉.

Dλ � êëàññ ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ. Èç ñòðîãî äîìèíàíòíîãî âåñà äåëàåòñÿ î÷åíü îáèëüíûé äèâè-
çîð. Íà îñòàëüíûå, â òîì ÷èñëå êîðíè, ïðîäîëæàåì ïî ëèíåéíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå Áîðåëÿ îòîæäåñòâëÿåò âåñà ñ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè íà T (òî åñòü ñ
ýëåìåíòàìè ñòåïåíè îäèí â Q[T ]) òàêèì îáðàçîì: õàðàêòåð xm1

1 . . . xmk
k ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé ôóíê-

öèè m1x1 + . . . + mkxk (ïîýòîìó â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû Áîðåëÿ èíîãäà áåðóò íå ìíîãî÷ëåíû íà
òîðå, à ìíîãî÷ëåíû íà àëãåáðå Ëè òîðà).
Òåîðåìà 15.3 (Áåðíøòåéí-Ãåëüôàíä-Ãåëüôàíä, Äåìàçþð). Ïóñòü Pi � ìèíèìàëüíûå ïàðàáîëè÷å-
ñêèå ïîäãðóïïû. Èìååì pi : G/B → G/Pi. Îïåðàòîðû Äåìàçþðà Ai = p∗i pi∗. Òîãäà èìååì

Xe =
1

|W |
∏

α∈4+

Dα, Xw = Ail . . . Ai1Xe, w = si1 . . . sil .

Çäåñü si � ïðîñòîå îòðàæåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòîìó êîðíþ αi.
Êàê è â ñëó÷àå Fn, îïåðàòîðû Äåìàçþðà ìîæíî îïðåäåëèòü è ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêè, à èìåííî

Ai : Q[T ] → Q[T ]; Ai : f → f − sif

αi

.

Óïðàæíåíèå 15.4. Äëÿ GL(n) èìååì 1
n!

∏
α∈4+ Dα = xn−1

1 . . . xn−1.
Â îáùåì ñëó÷àå, ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ Xe ÷åðåç äèâèçîðû, íå ñîäåðæàùóþ çíàìåíàòåëÿ, íå

óäàñòñÿ (èìåííî ïîòîìó ÷òî äèâèçîðû íå ïîðîæäàþò êîëüöî êîãîìîëîãèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
à òîëüêî ñ ðàöèîíàëüíûìè).

16. Âåñîâûå ìíîãîãðàííèêè
Òåïåðü ìû ÷àñòè÷íî èíòåðïðåòèðóåì ãåîìåòðèþ ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ ÷åðåç ìíîãîãðàí-

íèêè. Ðàññìàòðèâàòü ìíîãîãðàííèêè ñòàíåì â ðåø¼òêå âåñîâ XG ' Zk ⊂ Rk, k = dim(T ) = rk(G).
Ðåø�åòêà âåñîâ çàâèñèò îò ãðóïïû, à íå òîëüêî îò àëãåáðû Ëè. Ãðóïïà Âåéëÿ äåéñòâóåò íà ðåø¼ò-
êå âåñîâ (ïîñêîëüêó äåéñòâóåò íà òîðå), ïðè÷¼ì ýòî äåéñòâèå ñîõðàíÿåò íåêîòîðîå íåâûðîæäåííîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèÿ íà ðåø¼òêå, òî åñòü ãðóïïà Âåéëÿ äåéñòâóåò êàê ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ îò-
ðàæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ãèïåðïëîñêîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ êîðíÿì.
Îïðåäåëåíèå 16.1. Ðåø�åòêà êîðíåé � ïîäãðóïïà ðåø�åòêè âåñîâ, ïîðîæä�åííàÿ êîðíÿìè. Îíà óæå
îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè.
Ïðèìåð 16.2.

• G = GL(n), XG = 〈χ1, . . . , χn〉Z. Ãðóïïà Âåéëÿ Sn äåéñòâóåò ïåðåñòàíîâêàìè âåêòîðîâ.
• G = SL(n), XG = 〈χ1, . . . , χn〉/〈χ1 + · · · + χn〉 (ïîñêîëüêó SLn âêëàäûâàåòñÿ â GLn, à ðåø¼ò-
êè âåñîâ îòîáðàæàþòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó, ðåø¼òêà âåñîâ äëÿ SLn áóäåò ôàêòîððåø¼òêîé
ðåø¼òêè âåñîâ äëÿ GLn). Ãðóïïà Âåéëÿ Sn äåéñòâóåò êàê ãðóïïà èçîìåòðèé ïðàâèëüíîãî
(n− 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.
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• XPGL(n) = 〈χ1, . . . , χn|
∑

χi = 0〉 (çäåñü âñ¼ îòîáðàæàåòñÿ íàîáîðîò, ïîýòîìó ðåø¼òêà âåñîâ äëÿ
PGLn áóäåò ïîäðåø¼òêîé ðåø¼òêè âåñîâ äëÿ GLn, è ñîâïàä¼ò ñ ðåø¼òêîé êîðíåé).

Ïóñòü π : G → GL(V ) � ïðåäñòàâëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 16.3. Âåñîâîé ìíîãîãðàííèê � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà (â Rk ⊃ XG) âñåõ õàðàêòåðîâ â
ïðåäñòàâëåíèè π|T .
Ôàêò 16.4. V = Vλ ⇒ Pλ = conv{wλ}w∈W .

Íàêîíåö ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå ñòðîãî äîìèíàíòíîãî âåñà: äîìèíàíòíûé âåñ ñòðîãî äîìèíàíòåí,
åñëè âñå wλ ðàçëè÷íû. Â ýòîì ñëó÷àå, âåñîâîé ìíîãîãðàííèê äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Vλ èìååò ðîâíî |W |
âåðøèí.
Ïðèìåð 16.5. G = SL(3).

• V òàâòîëîãè÷åñêîå. Âåñà χ1, χ2, χ3. Âåñîâîé ìíîãîóãîëüíèê �òðåóãîëüíèê.
• V ïðèñîåäèí�åííîå. Âåñà {χi − χj}. Ñòàðøèé âåñ χ1 − χ3. Âåñîâîé ìíîãîóãîëüíèê �
øåñòèóãîëüíèê, òî åñòü ïðåäñòàâëåíèå ñòðîãî äîìèíàíòíî.

• G = SL(n), λ ñòðîãî äîìèíàíòíûé. Pλ � ïåðìóòîýäð (ïîëó÷àåòñÿ ñðåçàíèåì ãðàíåé ó ïðà-
âèëüíîãî (n − 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà: îò êàæäîé ãðàíè âî âñåõ ðàçìåðíîñòÿõ îòñòóïàåì íà
íåáîëüøîå ðàññòîÿíèå è ñðåçàåì ñèììåòðè÷íî ïî ãèïåðïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ãðàíè).

Óïðàæíåíèå 16.6. Íàéòè âåñîâîé ìíîãîãðàííèê äëÿ ïðèñîåäèí�åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ SL(4). Âíè-
ìàíèå, îíî íå ñòðîãî äîìèíàíòíî.
Óïðàæíåíèå 16.7. Äîêàæèòå, ÷òî ó ïåðìóòîýäðà ðîâíî 2n − 2 ãèïåðãðàíåé (òî åñòü ñòîëüêî
æå, ñêîëüêî ñîáñòâåííûõ ãðàíåé ó (n− 1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà).

17. Âåñîâûå ìíîãîãðàííèêè è ìíîãîîáðàçèÿ ôëàãîâ
Îïðåäåëåíèå 17.1. B-ìîäóëü Äåìàçþðà D(wλ) � ìèíèìàëüíîå B-èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
â Vλ, ñîäåðæàùåå íåíóëåâîé âåêòîð vwλ ñ âåñîì wλ (èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé ñëåäóåò, ÷òî òàêîé
âåêòîð âñåãäà îäèí ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, îí ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà ñòàðøåãî âåñà vλ

ïðèìåíåíèåì w, òî åñòü vwλ = wvλ).
Ïðåäëîæåíèå 17.2 (Áåðíøòåéí-Ãåëüôàíä-Ãåëüôàíä). Âëîæèì G/B â P(Vλ), ãäå λ ñòðîãî äîìè-
íàíòíûé. Òîãäà

Xw = G/B ∩ P(D(wλ)).

Ïîñêîëüêó êëåòêà Øóáåðòà Cw = Bwvλ = Bvwλ, a Xw = Cw, ìû ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî Xw ⊂
G/B ∩P(D(wλ)). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî âñå êëåòêè Øóáåðòà, âõîäÿùèå â G/B ∩P(D(wλ)) âõîäÿò
òàêæå è â Xw. Äëÿ ýòîãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêîé ôàêò èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé.
Ôàêò 17.3. Âñå âåñà â D(wλ) ñîäåðæàòñÿ â êîíóñå ñ âåðøèíîé wλ íàòÿíóòîì íà ïðîñòûå êîðíè.
Ñëåäñòâèå 17.4. Åñëè l(u) + l(w) = dim(G/B), òî

Xw ·Xu =

{
[pt], u = w0w,
0, èíà÷å.

Íàïîìíèì, ÷òî w0 ∈ W � ñàìûé äëèííûé ýëåìåíò.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì Xw êàê G/B ∩ P(D(wλ)), à Xu êàê G/B ∩ P(D−(w0uλ)), ãäå D−(wλ)
îáîçíà÷àåò ìîäóëü Äåìàçþðà äëÿ íèæíåòðåóãîëüíîé áîðåëåâñêîé ïîäãðóïïû B− = w0Bw0 (çàìåòèì,
÷òî w0 = w−1

0 ). Åñëè ìîäóëè Äåìàçþðà D(wλ) è D−(w0uλ)) ïåðåñåêàþòñÿ, òî è êîíóñà, íàòÿíóòûå íà
âåñà ýòèõ ìîäóëåé ïåðåñåêàþòñÿ. Èç ïðèâåä¼ííîãî âûøå ÿâíîãî îïèñàíèÿ ýòèõ êîíóñîâ ñëåäóåò, ÷òî
îíè ïðîòèâîïîëîæíû, òàê ÷òî îíè èìåþò îáùóþ òî÷êó åñëè è òîëüêî åñëè âåðøèíà îäíîãî ëåæèò
â äðóãîì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ l(u) + l(w) = dim(G/B) ⇔ l(w0u) = l(w) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
âåðøèíà îäíîãî êîíóñà ìîæåò ëåæàòü òîëüêî â âåðøèíå äðóãîãî, èëè ñòðîãî ñíàðóæè. Ïîýòîìó
w = w0u, èëè ÷òî òî æå ñàìîå u = w0w. ¤
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Ïðåäëîæåíèå 17.5. Èç ñëåäñòâèÿ 17.4 ñëåäóåò ïîëîæèòåëüíîñòü ñòðóêòóðíûõ êîýôôèöèåíòîâ
â H∗(G/B). À èìåííî, ïóñòü v, w ∈ W . Òîãäà XvXw =

∑
Cu

vwXu, ãäå âñå Cu
vw íåîòðèöàòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìáèíàòîðíîãî äîêàçàòåëüñòâà åù�å íåò, íî ãåîìåòðè÷åñêè ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïðî-
ñòî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, Cu

vw = XvXwXw0u. Ñ äðóãîé ñòîðîíû èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ XvXwXw0u ìîæíî
ñ÷èòàòü, ïðèâåäÿ Xv, Xw è Xw0u â òðàíñâåðñàëüíîå ïîëîæåíèå äåéñòâèåì ãðóïïû G. Òîãäà èíäåêñ
ïåðåñå÷åíèÿ áóäåò ðàâåí ÷èñëó òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, êîòîðîå íåîòðèöàòåëüíî. ¤

Ôîðìóëó Øåâàëëå ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç âåñîâîé ìíîãîãðàííèê. Íàïîìíèì, ÷òî íà âåñàõ ìîæíî
ââåñòè îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà òàêèì îáðàçîì: µ > λ, åñëè µ− λ åñòü ñóììà ïðîñòûõ êîðíåé
ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè (òî åñòü µ ëåæèò â êîíóñå ñ âåðøèíîé â λ, íàòÿíóòîì íà
ïðîñòûå êîðíè).
Ôîðìóëà[Øåâàëëå]. Ïóñòü λ äîìèíàíòíûé, òîãäà

DλXw =
∑

u:l(u)=l(w)−1;
uλ>wλ

d(wλ, uλ)Xu,

ãäå d(wλ, uλ) � öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå íà ðåø¼òêå êîðíåé, ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ðåø�åòêè îíî
ðàâíî ÷èñëó îòðåçêîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ îòðåçîê ìåæäó íèìè òî÷êàìè ðåø�åòêè. Òàêîå ¾ðàñ-
ñòîÿíèå¿ íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, íî çàòî SLk(Z)-èíâàðèàíòíî.
Ïðèìåð 17.6. w = (123), λ = x1−x3, w = s1s2. DλX(123) = 2Xs2+Xs1 , òàê-êàê ðàññòîÿíèå d(wλ, s2λ) =
2, à ðàññòîÿíèå d(wλ, s1λ) = 1.

18. Òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü â Rn âûïóêëûå îáîëî÷êè öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, òî åñòü öåëî÷èñëåííûå

ìíîãîãðàííèêè. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãîãðàííèêè èìåþò ðàçìåðíîñòü n, èíà÷å ìîæíî ñðàçó ðàñ-
ñìàòðèâàòü èõ â ïîäïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü P � öåëî÷èñëåííûé ìíîãîãðàííèê,
è

N = ](P ∩ Zn); P ∩ Zn = {α1, . . . , αN}.
Íàïîìíèì, ÷òî ïî ìíîãîãðàííèêó ìû ñòðîèì òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå XP ⊆ PN−1.

ϕP : (C∗)n → PN−1, x 7→ (xα1 , . . . , xαN ), XP = im(ϕP ).
Òîð (C∗)n äåéñòâóåò íà PN−1 ëèíåéíî: PN−1 = {(y0 : · · · : yN)}, x : (y1 : · · · : yN) → (xα1y1 : · · · :

xαN yN), òàê ÷òî äåéñòâóåò è íà X, î÷åâèäíî, ñ ïëîòíîé îðáèòîé. Íî àïðèîðè íåî÷åâèäíî, ÷òî ÷èñëî
(C∗)n-îðáèò â X êîíå÷íî.
Ïðèìåð 18.1.

• P = s s
s
@ , ϕP : (x : y) 7→ (1 : x : y), XP = P2.

• P = s s
s s

, ϕP : (x, y) 7→ (1 : x : y : xy), XP = P1 × P1 ↪→ P3. Îáðàç çàäà�åòñÿ óðàâíåíèåì
x0x3 − x1x2 = 0. Ýòî êâàäðèêà Ñåãðå.

• P = s s
s
s
A

A
, ϕP : (x, y) 7→ (1 : x : y : y2). Îáðàç çàäà�åòñÿ óðàâíåíèåì x0x3 = x2

2, òî÷êà (0 : 1 : 0 : 0)
îñîáàÿ.

Óïðàæíåíèå 18.2. XP = (C3−{0})/((x, y, z) ∼ (tx, ty, t2z)) � âçâåøåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü.
Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü âñå âçâåøåííûå ïðîåêòèâíûå ïëîñêîñòè.
Åñëè âêëàäûâàòü òîð íå â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, à â àôôèííîå è òàì çàìûêàòü, òî ïîëó÷èòñÿ

àôôèííîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå. Çàìåòèì, ÷òî áûâàþò è íåïðîåêòèâíûå, íî ïîëíûå (òî åñòü
êîìïàêòíûå) òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü ÷åðåç áîëåå îáùèé äâîéñòâåííûé ïîäõîä,
îïèñûâàþùèé âñå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç âååðû.
Çàìå÷àíèå 18.3. Îáû÷íî, â îïðåäåëåíèå òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ âêëþ÷àþò åù¼ óñëîâèå íîðìàëü-
íîñòè. Ìíîãîîáðàçèå XP íå âñåãäà íîðìàëüíî (íîðìàëüíîñòü ñâÿçàíà ñ òåì, íàñêîëüêî âíóòðè P
ìíîãî öåëûõ òî÷åê). Ìû, â îñíîâíîì, áóäåì èçó÷àòü ãëàäêèå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ (òåì ñàìûì
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íîðìàëüíûå). Â òåõ æå óòâåðæäåíèÿõ, êîòîðûå ìû äîêàæåì äëÿ âñåõ XP íîðìàëüíîñòü íå íóæíà,
ïîýòîìó ìû å¼ è íå òðåáóåì.

19. Äâîéñòâåííîå îïèñàíèå. Âååðû.
P ⊂ Rn Ã FP ⊂ (Rn)∗ ' Rn, òàê êàê åñòü ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà.
P ⊃ Γ Ã CΓ := {f ∈ (Rn)∗ : f äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïî ìíîãîãðàííèêó â òî÷íîñòè íà Γ}. Ýòî

îòêðûòûé êîíóñ.

Ïðèìåð 19.1. P = s s
s
@ Γ = P ⇒ CP = {0}

Γ = [x, y] ⇒ CP = {(t, t)|t > 0}
Γ = [1, x] ⇒ CP = {(0, t)|t > 0}
Γ = [1, y] ⇒ CP = {(t, 0)|t > 0}
Âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò êîíóñà ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Èíîãäà ïî âååðó ñòðîÿò òàêîé ìíîãîãðàííèê. Íà îäíîìåðíûõ êîíóñàõ âååðà, òî åñòü ëó÷àõ,

âîçüì¼ì áëèæàéøèå ê íà÷àëó êîîðäèíàò öåëî÷èñëåííûå òî÷êè, è ðàññìîòðèì èõ âûïóêëóþ îáî-
ëî÷êó. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ìíîãîãðàííèê P ′, êîòîðûé âîîáùå ãîâîðÿ íå ïîçâîëÿåò âîññòà-
íîâèòü ìíîãîãðàííèê P . Îäíàêî, åñëè P ðåôëåêñèâåí (òî åñòü äâîéñòâåííûé ê P ìíîãîãðàííèê
P ∗ := {f |f(x) ≤ 1 äëÿ âñåõ x ∈ P} òîæå öåëî÷èñëåííûé), òî P ′ ñîâïàäàåò ñ P ∗. Êàê ìû âñêîðå
óâèäèì, òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ðåôëåêñèâíûì ìíîãîãðàííèêàì ÿâëÿþòñÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿìè Ôàíî (îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî íèæå), è ïîýòîìó àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ â Çåðêàëüíîé
Ñèììåòðèè.

Âååð ïîëíûé, åñëè îáúåäèíåíèå åãî êîíóñîâ � ýòî âñ�å àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Íà ïëîñêîñòè ëþáîé
ïîëíûé âååð ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âååðîì äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà, â òð�åõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ýòî óæå íå òàê (ñì. êîíòðïðèìåð â [6, Section 1.5]).

Ôàêò 19.2. Ëþáîìó öåëî÷èñëåííîìó âååðó ñîîòâåòñòâóåò òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, è íàîáîðîò,
ïðè÷¼ì ïî íîðìàëüíîìó âååðó ìíîãîãðàííèêà P ïîëó÷àåòñÿ â òî÷íîñòè ìíîãîîáðàçèå XP . Ïîëíûì
âååðàì ñîîòâåòñòâóþò ïîëíûå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Ëþáîå ïðîåêòèâíîå òîðè÷åñêîå ìíîãî-
îáðàçèå ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîãîãðàííèêà, òàê ÷òî åñëè ïîëíûé âååð íå ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîãîãðàííèêà,
ñîîòâåòñòâóþùåå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íå áóäåò ïðîåêòèâíî.

Ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ ïðîåêòèâíûìè òîðè÷åñêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ïîýòîìó èñïîëüçóåì
áîëåå ãåîìåòðè÷íîå îïèñàíèå òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÷åðåç ìíîãîãðàííèê, à áîëåå îáùóþ êîí-
ñòðóêöèþ ÷åðåç âååð èçó÷àòü íå áóäåì (îá ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî ïðî÷åñòü â [6]).

20. Îðáèòû äåéñòâèÿ òîðà íà XP

Òåïåðü ìû îïèøåì (C∗)n�îðáèòû â XP . Êàê óæå óïîìèíàëîñü, âñå îðáèòû íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî
îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà P . Ñíà÷àëà ñ êàæäîé ãðàíüþ Γ ðàçìåðíîñòè k
ìíîãîãðàííèêà P ìû ñâÿæåì (C∗)n�îðáèòó OP ðàçìåðíîñòè k â PN−1, à ïîòîì äîêàæåì, ÷òî XP =⊔

ΓOΓ. Òî åñòü ìíîãîãðàííèê P ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèñêðåòíóþ ìîäåëü ìíîãîîáðàçèÿ P (êàê
ìû ïîçæå óâèäèì åñòü è áîëåå ãëóáîêàÿ ñâÿçü ìåæäó ãåîìåòðèåé ìíîãîîáðàçèÿ P è êîìáèíàòîðèêîé
ìíîãîãðàííèêà P ). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕΓ : (C∗)n ↪→ P]Zn∩Γ−1 ↪→ PN−1, x 7→ (y0 : · · · : yN) òàêèì
îáðàçîì: åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåëàÿ òî÷êà íå íà ãðàíè, òî åñòü αi /∈ Γ, òî yi = 0. Èíà÷å yi = xαi .
Ïîëîæèì OΓ = ϕΓ((C∗)n).

Ïðèìåð 20.1. P = @, Γ = @,
ϕΓ :(x, y) 7→ (0 : x : y)

ϕP :(x, y) 7→ (1 : x : y)
, Îáðàç ϕΓ � áåñêîíå÷íî óäàë�åííàÿ ïðÿìàÿ â

P2.

Óïðàæíåíèå 20.2. OΓ ' (C∗)k

Ìû òàêæå îïèøåì, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ìíîãîîáðàçèå XP ãëàäêî. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêîå
îïðåäåëåíèå.
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Îïðåäåëåíèå 20.3. Ìíîãîãðàííèê P öåëî÷èñëåííî ïðîñòîé, åñëè èç êàæäîé âåðøèíû âûõîäèò n
ð�åáåð, è ïðèìèòèâíûå âåêòîðû íà ð�åáðàõ îáðàçóþò áàçèñ ðåø�åòêè.
Ïðèìåð 20.4.

• s s
s
s
A

A
ïðîñòîé, íî íå öåëî÷èñëåííî ïðîñòîé (âûïîëíåíà òîëüêî ïåðâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ).

• s
s

s@ öåëî÷èñëåííî ïðîñòîé.
• Îêòàýäð äàæå íå ïðîñòîé.

Òåîðåìà 20.5.
• XP =

⊔
Γ⊂P

OΓ. Çíà÷èò, íà XP êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò. Åñòü áèåêöèÿ ãðàíåé è îðáèò ñ ñîõðà-
íåíèåì ðàçìåðíîñòåé.

• Ìíîãîîáðàçèå XP ãëàäêî, åñëè òîëüêî åñëè ìíîãîãðàííèê P öåëî÷èñëåííî ïðîñòîé. Â ýòîì
ñëó÷àå åñòü àëãåáðàè÷åñêîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå, íåò êðó÷åíèé â êîãîìîëîãèÿõ.

Ïîçæå ìû îïèøåì êîãîìîëîãèè ãëàäêîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ XP ÷åðåç ìíîãîãðàííèê P . Â
îáùåì ñëó÷àå êîãîìîëîãèè íåèçâåñòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Íóæíî íàó÷èòüñÿ óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Èç òîðà è ðåçóëüòàòà óõîäà íà
áåñêîíå÷íîñòü âìåñòå è ñëîæèòñÿ ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå.

Óõîäèòü íà áåñêîíå÷íîñòü ìîæíî ïðè ïîìîùè îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäãðóïï.

(Zn)∗ 3 α Ã ψα :C∗ → (C∗)n

︷ ︸︸ ︷
(k1, . . . , kn) t 7→ (tk1 , . . . , tkn)

Çàìå÷àíèå 20.6. Åñòü êàíîíè÷åñêîå íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå ìåæäó õàðàêòåðàìè è îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêèìè ïîäãðóïïàìè: (ψα, χ) = ord

t=0
χ(ψα(t)). Òî åñòü îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäãðóïïû îáðàçóþò

ðåø¼òêó äâîéñòâåííóþ ê ðåø¼òêå õàðàêòåðîâ.
Óïðàæíåíèå 20.7. Êàæäàÿ òî÷êà x ∈ OΓ ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðåäåë îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîä-
ãðóïïû lim

t→∞
ψα(t)x, ãäå α ∈ CΓ, x ∈ (C∗)n ëþáîé. Òàêèì îáðàçîì, OΓ ⊂ XP .

Ïðèìåð 20.8. P = s s
s
@ Ã s

?
¾¡µ, Γ = @ Ã (1, 1), ψα(t) = (t, t). lim

t→∞
ψα(t)(x, y) = limt→∞(1 : tx : ty) =

= lim
t→∞

(1
t

: x : y) = (0 : x : y).
Òàê ïîëó÷àþòñÿ âñå òî÷êè íà îðáèòå. Çàìåòèì, ÷òî âäîëü îáùåé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïû

(òî åñòü ëåæàùåé â îäíîì èç îòêðûòûõ êîíóñîâ) ïðèõîäèì â íóëü-ìåðíóþ îðáèòó, ñîîòâåòñòâóþùóþ
âåðøèíå. ×òîáû ïðèäòè â îðáèòó áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, íóæíî óæå âûáðàòü áîëåå ñïåöèàëüíóþ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîäãðóïïó.
Óïðàæíåíèå 20.9. Êàæäàÿ òî÷êà XP ëåæèò â íåêîòîðîé îðáèòå OΓ.

Ïðèìåð 20.10. s s
s s

1 x

y xy

, pt = (1 : x : y : xy), x → 0 ⇒ pt → (y1 : 0 : y2 : y3), òîãäà îáÿçàòåëüíî ëèáî
y1 = 0, ëèáî y4 = 0. Â ñàìîì äåëå, åñëè y1 6= 0, òî ìîæíî ñ÷èòàòü y1 = 1, òîãäà y → y3, à xy → 0·y3 = 0.

Ïîäîáíûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî è â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòü, ÷òî åñëè yi = 0, yj 6= 0, òî íàéä�åòñÿ
ãðàíü, ñîäåðæàùàÿ αj. Âñå õàðàêòåðû αk ðàâíû íóëþ, åñëè αk íå ëåæèò íà ýòîé ãðàíè. Ýòî íåñëîæíî
âûâåñòè èç ñëåäóþùèõ äâóõ ôàêòîâ.
Óïðàæíåíèå 20.11. (1) Åñëè òî÷êà (y1 : . . . : yN) ∈ PN−1 ëåæèò â XP è ïðè ýòîì yi = 0, à yj 6= 0,
òî yk = 0 äëÿ âñåõ k òàêèõ, ÷òî õàðàêòåð αk ëåæèò â (αi − αj + P ) ∩ Zn.

(2)Åñëè òî÷êà (y1 : . . . : yN) ∈ PN−1 ëåæèò â XP è ïðè ýòîì yi1 = . . . = yik 6= 0, òî è yi 6= 0
äëÿ âñåõ i òàêèõ, ÷òî õàðàêòåð αi ëåæèò â ïîäðåø¼òêå, ïîðîæä¼ííîé ðàçíîñòÿìè õàðàêòåðîâ
αi1,. . . ,αik .

(2) ×òîáû ïîñòðîèòü àôôèííóþ êàðòó, âûáåðåì âåðøèíó v ∈ P .
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Êîìïîçèöèåé öåëî÷èñëåííîãî óíèìîäóëÿðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ïåðå-
âåä¼ì âåðøèíó v â íà÷àëî êîîðäèíàò òàê ÷òîáû ïðèìèòèâíûå âåêòîðû íà ð�åáðàõ, èñõîäÿùèõ èç
âåðøèíû v ïåðåøëè â ñòàíäàðòíûé áàçèñ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå êîîðäèíàò íà òîðå, òî åñòü àâ-
òîìîðôèçìó ìíîãîîáðàçèÿ XP . Òåïåðü âåñü ìíîãîãðàííèê P íàõîäèòñÿ â ïîëîæèòåëüíîì îêòàíòå
áàçèñà. Ïåðåîáîçíà÷èâ êîîðäèíàòû â PN−1, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕP : x 7→ (1 : x1 : · · · : xn : è åù�å ìíîãî ìîíîìîâ) ∈ PN−1, ïðè÷¼ì ìîíîìîâ íå Ëîðàíà, à îáû÷íûõ ñ
íåîòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî XP ∩{y0 6== 0} ' An. Îáîçíà÷èì òàêóþ
êàðòó çà Uv.

Óïðàæíåíèå 20.12. Êàðòû Uv, v � âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà P , îáðàçóþò ïîêðûòèå.
Åñëè ìíîãîîáðàçèå íåãëàäêîå, ýòè êàðòû âñ�å ðàâíî ìîæíî ñòðîèòü, íî îíè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò

An.
¤

Òåîðåìà 20.13. Ó ëþáîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ åñòü òîðè÷åñêîå ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé, è
åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíûìè ðàçäóòèÿìè çàìûêàíèé îðáèò.

Ïðèìåð 20.14. Ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçðåøåíèå:
s
?

¾©©* Ã s
?

¾©©*-

s s
s
s
A

A Ã
s s
s
s

A
A

A
A

Ã
s

s
A
As
s

Ìíîãîîáðàçèå ïðè ýòîì ðàçäóâàåòñÿ â òî÷êå (òî åñòü íóëüìåðíîé îðáèòå), ñîîòâåòñòâóþùåé âåð-
øèíå (1, 0).

s s

s
A
AA Êàê ïîñòðîèòü ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòåé? Óäîáíåå ýòî äåëàòü íà óðîâíå âååðà, èñïîëüçóÿ ñëåäó-

þùèé ôàêò. Åñëè îäèí âååð ïîäðàçáèâàåò äðóãîé, òî åñòü ìîðôèçì íîðìàëèçàöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ
òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé ïîñòîÿííûé íà îòêðûòîé îðáèòå (â ÷àñòíîñòè, îí ÿâëÿåòñÿ áèðàöèîíàëü-
íûì èçîìîðôèçìîì). Â ñëó÷àå ïîâåðõíîñòåé, íóæíî èñõèòðèòüñÿ äîáàâèòü ëó÷åé â äâîéñòâåííûé
âååð, òàê ÷òîáû ïðèìèòèâíûå âåêòîðû íà ñîñåäíèõ ëó÷àõ îáðàçîâûâàëè áàçèñ â ðåø¼òêå Z2. Ýòî
óäîáíî äåëàòü ñ ïîìîùüþ öåïíûõ äðîáåé.

Èç ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ìû ñïîñîáíû ñäåëàòü öåïíóþ äðîáü, ïðèòîì äå-
ëàåòñÿ ýòî åäèíñòâåííûì îáðàçîì, è êîíå÷íà îíà â òî÷íîñòè äëÿ ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë, ïåðèîäè÷íà â òî÷íîñòè äëÿ êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé. Ïîäõîäÿ-
ùèå öåïíûå äðîáè ïîëó÷àþòñÿ îáðûâîì öåïè.
Öåïíûå äðîáè óäîáíî îïèñûâàòü ãåîìåòðè÷åñêè, êàê ìû óâèäèì íà ïðèìåðå.
Äîïóñòèì, ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (3, 5). Íà÷í¼ì ñ âåêòîðîâ v0 = (0, 1) è
v1 = (1, 0), è áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü èç íèõ íîâûé áàçèñ, ÷òîáû îêàçàòü-
ñÿ êàê ìîæíî áëèæå ê ïðÿìîé. Íà êàæäîì øàãå ìû èç äâóõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ
(vn−1, vn) äåëàåì íîâûé áàçèñ (vn, vn+1) â Z2 òàêèì îáðàçîì: vn+1 = vn−1 + kvn,
ãäå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî k âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû vn+1 îêàçàëñÿ êàê
ìîæíî áëèæå ê ïðÿìîé (ýòî ñîîòâåòñòâóåò äåëåíèþ ñ îñòàòêîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñëåäóþùåé ïîäõîäÿùåé öåïíîé äðîáè). Â ýòîì ïðèìåðå k = 1 íà âñåõ øàãàõ.
Òî åñòü êàæäûé ðàç ìû áåð�åì ïîäõîäÿùèå öåïíûå äðîáè è â êîíöå êîíöîâ
äîõîäèì äî òî÷êè (3, 5).

×òîáû ïîëó÷èòü âñå ëó÷è, êîòîðûå íóæíî äîáàâèòü â âååð äëÿ ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé, íóæíî
íåìíîãî ìîäèôèöèðîâàòü ïðèâåä¼ííóþ âûøå êîíñòðóêöèþ, à èìåííî íà÷àòü ñ v0 = (−1, 0), v1 = (0, 1)
è èñêàòü vn+1 â âèäå −vn−1 + kvn (òî åñòü âñå vn áóäóò ëåæàòü ñâåðõó îò ïðÿìîé). Èíûìè ñëîâàìè,
ìàòðèöà ïåðåõîäà îò (vn, vn+1) ê (vn+1, vn+2) äîëæíà ëåæàòü â SL2(Z). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåïíàÿ
äðîáü òîãäà áóäåò ñî çíàêàìè ìèíóñ, à íå ñî çíàêàìè ïëþñ.



26

21. Ãëàäêèå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ
Òåïåðü ìû îïèøåì ãðóïïó è Ïèêàðà è êîëüöî êîãîìîëîãèé ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ òîðè÷åñêèõ ìíî-

ãîîáðàçèé. Ïóñòü P � öåëî÷èñëåííûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê. Rn ⊃ P Ã XP = (C∗)n. Îáîçíà÷èì
êîìïëåêñíûé òîð (C∗)n çà T . Ïóñòü l � ÷èñëî ãèïåðãðàíåé ìíîãîãðàííèêà P . Îáîçíà÷èì ãèïåðãðàíè
çà Γ1,. . . ,Γl. ×òî ìû óæå çíàåì î ìíîãîîáðàçèè XP :

• XP ìîæíî ïîêðûòü T -èíâàðèàíòíûìè àôôèííûìè êàðòàìè Uv ⊂ XP .

XP =
⋃

v∈P � âåðøèíû
Uv

Ïðè ýòîì Uv ' Cn êàê òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.
• XP − (C∗) =

⋃l
i=1 Oi, ãäå Oi � ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, ïåðåñå÷åíèÿ ëþáûõ èõ íàáîðîâ òðàíñâåð-

ñàëüíû. Ëîêàëüíî äèâèçîð
⋃l

i=1 Oi âûãëÿäèò êàê îáúåäèíåíèå êîîðäèíàòíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé
â Cn.

• Åñëè O � T -îðáèòà, òî Ō = Oi1 ∩ · · · ∩ Oik , T -îðáèòû íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäìíîæåñòâàìè {i1 . . . , ik} ⊂ {1, . . . , l}, äëÿ êîòîðûõ Γi1 ∩ · · · ∩ Γik 6= ∅.

Ïðèìåð 21.1. (1) P = ∆n = {x1, . . . , xn ≥ 0, x1 + . . . + xn ≤ 1} � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ â Rn, òî
åñòü l = n+1. Òîãäà XP = CPn, è â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ (y1 : . . . : yn+1) ãèïåðïîâåðõíîñòü
Oi çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì yi = 0.

(2) Ïóñòü F ⊂ 2∆n � ãðàíü ðàçìåðíîñòè k â óäâîåííîì ñèìïëåêñå, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì x1 =
. . . = xn−k−1 = 0, x1 + . . . + xn = 0. Îòðåæåì ãðàíü F îò ñèìïëåêñà ãèïåðïëîñêîñòüþ xn−k +
. . . + xn = 1, è îáîçíà÷èì îñòàâøèéñÿ ìíîãîãðàííèê çà P . Òîãäà XP � ðàçäóòèå Pn âäîëü
ïîäïðîñòðàíñòâà Pk (òî åñòü âäîëü çàìûêàíèÿ îðáèòû, ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåçàííîé ãðàíè F ).
Ãèïåðãðàíåé ó P íà îäíó áîëüøå, ÷åì ó ñèìïëåêñà, è äîáàâëåííàÿ ãèïåðãðàíü ñîîòâåòñòâóåò
èñêëþ÷èòåëüíîìó äèâèçîðó.

(3) P = ∆n ×∆m � ïðîèçâåäåíèå ñèìïëåêñîâ. Òîãäà XP = Pn × Pm.
Êîíñòðóêöèÿ èç âòîðîãî ïóíêòà ýòîãî ïðèìåðà ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê ïðîèçâîëüíîìó ìíîãîãðàí-

íèêó P è åãî ãðàíè Γ è äà¼ò ðàçäóòèå ìíîãîáðàçèÿ XP âäîëü ïîäìíîãîîáðàçèÿ OΓ. Íà óðîâíå âååðà
ñðåçàíèå ãðàíè îçíà÷àåò äîáàâëåíèå íîâîãî êîíóñà, òî åñòü â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîäðàçáèåíèå
èñõîäíîãî âååðà.

Óïðàæíåíèå 21.2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ ãëàäêàÿ òîðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè ðàçäóòèÿìè ëèáî èç P2, ëèáî èç P1 × P1.

Ïðåäëîæåíèå 21.3. Íà XP åñòü àëãåáðàè÷åñêîå êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ëþáîé ãðàíè Γ ðàçìåðíîñòè k è âåðøèíå v ∈ Γ íà ýòîé ãðàíè
ñîîòâåòñòâóåò T -èíâàðèàíòíàÿ àôôèííàÿ êëåòêà Uv(Γ) ðàçìåðíîñòè k. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
âñåõ îðáèò â OΓ, çàìûêàíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò íóëü-ìåðíóþ îðáèòó Ov, ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðøèíå
v. Îñòàëîñü âûáðàòü òàêèå êëåòêè ñîãëàñîâàííî: òàê ÷òîáû îíè íå ïåðåñåêàëèñü è â îáúåäèíåíèè
äàâàëè âñ¼ X. Ýòî óäîáíî äåëàòü ñ ïîìîùüþ òåîðèè Ìîðñà íà ìíîãîãðàííèêå P . Âûáåðåì ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ f íà Rn, òàê ÷òîáû îíà íå áûëà ïîñòîÿííà íè íà îäíîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà P (êðîìå
âåðøèí). Çíà÷åíèå f â òî÷êå ìîæíî ñ÷èòàòü âûñîòîé ýòîé òî÷êè. Êàæäîé âåðøèíå v ìíîãîãðàííèêà P
(òî åñòü êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå) ñîïîñòàâèì íèæíþþ ñåïàðàòðèñíóþ ãðàíü Γ(v, f), íàòÿíóòóþ
â òî÷íîñòè íà ð¼áðà, èäóùèå èç v âíèç (òî åñòü âäîëü ýòèõ ð¼áåð ôóíêöèÿ f óáûâàåò). Òàêàÿ ãðàíü
âñåãäà ñóùåñòâóåò òàê-êàê ìíîãîãðàííèê ïðîñòîé. ×èñëî ð¼áåð, èäóùèõ èç v âíèç íàçîâ¼ì èíäåêñîì
âåðøèíû v. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî êëåòêè Uv(Γ(v, f)), âçÿòûå ïî âñåì âåðøèíàì v ∈ P , îáðàçóþò
êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ìíîãîîáðàçèÿ XP . Â ÷àñòíîñòè, i-òîå ÷èñëî Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ XP ðàâíî ÷èñëó
âåðøèí ìíîãîãðàííèêà P ñ èíäåêñîì i. ¤

Çàìå÷àíèå 21.4. Òåîðèþ Ìîðñà íà ìíîãîãðàííèêå P ìîæíî ñâÿçàòü ñ êëàññè÷åñêîé òåîðèåé Ìîðñà
íà XP ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà p : XP → P . Íóæíî ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ Ìîðñà f ◦ p
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íà XP è å¼ íèæíèå ñåïàðàòðèñíûå äèñêè. Íèæå ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèé âàðèàíò
òåîðèè Ìîðñà � ðàçëîæåíèå Áÿëûíèöêîãî-Áèðþëè è åãî ñâÿçü ñ òåîðèåé Ìîðñà íà ìíîãîãðàííèêå.

Òåîðèÿ Ìîðñà íà ìíîãîãðàííèêå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ÷èñëà Áåòòè ÷åðåç ÷èñëî ãðàíåé äàííîé ðàç-
ìåðíîñòè. Ïóñòü hi �êîëè÷åñòâî êëåòîê ðàçìåðíîñòè i (òî åñòü i-òîå ÷èñëî Áåòòè ìíîãîîáðàçèÿ XP ),
îïðåäåëèì h-âåêòîð êàê ìíîãî÷ëåí 1 + h1t + · · ·+ hn−1t

n−1 + tn (òî åñòü h(t) � ìíîãî÷ëåí Ïóàíêàðå
ìíîãîîáðàçèÿ XP ). Îïðåäåëèì f -âåêòîð ìíîãîãðàííèêà P òàê f(t) = f0 + f1t + · · · + fntn, ãäå fi �
÷èñëî ãðàíåé ðàçìåðíîñòè i.
Ïðèìåð 21.5. Åñëè P � òð¼õìåðíûé ñèìïëåêñ, òî XP = CP2, è h(t) = 1 + t + t2 + t3, à f(t) =
4 + 6t + 4t2 + t3.
Óïðàæíåíèå 21.6. Äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííî ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà h(t) = f(t− 1).

Â ÷àñòíîñòè, èç äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå ìû çíàåì, ÷òî hi = hn−i, ÷òî äà¼ò ñîäåðæàòåëüíûå ñî-
îòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû f -âåêòîðà (ñîîòíîøåíèÿ Äåíà�Ñîììåðâèëÿ). Íàïðèìåð, ñîîòíîøåíèå
h0 = hn ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå Ýéëåðà f0 − f1 + . . . + (−1)nfn = 1. Cîîòíîøåíèÿ Äåíà�Ñîììåðâèëÿ
ìîæíî äîêàçàòü è ýëåìåíòàðíî îïÿòü æå ñ ïîìîùüþ òåîðèè Ìîðñà íà ìíîãîãðàííèêå: íóæíî âìåñòî
ôóíêöèè f âçÿòü ôóíêöèþ −f , òîãäà âåðøèíû, èìåâøèå èíäåêñ i, áóäóò èìåòü èíäåêñ −i, îòêóäà
hi = hn−i.

Îòêðûòàÿ çàäà÷à â êîìáèíàòîðèêå âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ � êàêèì óñëîâèÿì äîëæåí óäî-
âëåòâîðÿòü íàáîð öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë f0,. . . , fn, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë âûïóêëûé ìíîãî-
ãðàííèê ñ òàêèì f -âåêòîðîì? Ãèïîòåçà, ñîäåðæàùàÿ íåîáõîäèìûé è äîñòàòî÷íûé íàáîð óñëîâèé â
ñëó÷àå ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà, áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ï.ÌàêÌàëëåíîì (êðîìå ñîîòíîøåíèé Äåíà-
Ñîììåðâèëÿ åñòü åù¼ íåðàâåíñòâà). Äîêàçàëè å¼ ñíà÷àëà ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè òîðè÷åñêèõ ìíî-
ãîîáðàçèé, à çàòåì ñàì ÌàêÌàëëåí ïðèäóìàë ýëåìåíòàðíîå íî äîâîëüíî ñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî.
Âïîñëåäñòâèå, Â.Òèìîðèí óïðîñòèë äîêàçàòåëüñòâî ÌàêÌàëëåíà, èñïîëüçîâàâ äëÿ ýòîãî êîëüöî
Ïóõëèêîâà-Õîâàíñêîãî [12]. Äëÿ íåïðîñòûõ ìíîãîãðàííèêîâ çàäà÷à ïî-ïðåæíåìó îòêðûòà.

21.1. Êëàññû ×åðíà.
Îïðåäåëåíèå 21.7. Êëàññ ×åðíà ci(TX) êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ êîìïàêòíîãî ãëàäêîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ X íàçûâàåòñÿ i-òûì êëàññîì ×åðíà ìíîãîîáðàçèÿ X è îáîçíà÷àåòñÿ ci(X). Ïåðâûé êëàññ
×åðíà c1(X) íàçûâàåòñÿ òàêæå àíòèêàíîíè÷åñêèì êëàññîì.

Îêàçûâàåòñÿ, êëàññû ×åðíà ãëàäêîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íåñëîæíî íàéòè ïðÿìî èç îïðå-
äåëåíèÿ êëàññîâ ×åðíà.
Òåîðåìà 21.8 (Ýõëåðñ). Åñëè XP ãëàäêî, òî ïîëíûé êëàññ ×åðíà c(XP ) òàêîé æå êàê ó ñóììû
ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé, ñâÿçàííûõ ñ äèâèçîðàìè O1,. . . ,Ol:

c(XP ) =
l∏

i=1

(1 +Oi).

Òî åñòü ci(XP ) =
∑

codimO=iO. Â ÷àñòíîñòè, c1(XP ) =
∑l

i=1Oi.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v1,. . . , vn � îáùèå ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà XP . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â àôôèííîé êàðòå Cn ⊂ XP îíè èìåþò âèä

(v1, . . . , vn) = (x1
∂

∂x1

, . . . , xn
∂

∂xn

)A,

ãäå A � îáùàÿ n × n ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà i-òûé öèêë âûðîæäåíèÿ
ci := {x|v1(x), . . . , vn−i+1(x) ëèíåéíî çàâèñèìû} ñîâïàäàåò ñ

⋃

j1,...,ji∈{1,...,l}
Oj1 ∩ . . . ∩ Oji

(äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî â êàæäîé àôôèííîé êàðòå, ÷òî íåñëîæíî). ¤
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Îïðåäåëåíèå 21.9. Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî åñëè åãî àíòè-
êàíîíè÷åñêèé êëàññ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü îáèëüíûì äèâèçîðîì.
Ïðèìåð 21.10. Òîðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè P2, P1 × P1, ðàçäóòèå P̂2 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè Ôàíî.
Èç ôîðìóëû äëÿ ïåðâîãî êëàññà ×åðíà ãëàäêîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ XP ñëåäóåò, ÷òî îíî
Ôàíî åñëè è òîëüêî åñëè äèâèçîð

∑l
i=1Oi î÷åíü îáèëåí. Íèæå ìû ïåðåôîðìóëèðóåì ýòîò êðèòåðèé

â òåðìèíàõ ìíîãîãðàííèêà P .
21.2. Ãðóïïà Ïèêàðà. Òåïåðü ìû îïèøåì ãðóïïó Ïèêàðà òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à òàêæå àë-
ãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íåñêîëüêèõ äèâèçîðîâ. Ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ
îïèñàíèÿ êîëüöà êîãîìîëîãèé, ïîñêîëüêó èç ïîñòðîåííîãî âûøå êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ãëàäêîãî òî-
ðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ XP íåìåäëåííî ïîëó÷àåì:
Ñëåäñòâèå 21.11. (1) Êàê àáåëåâà ãðóïïà, êîëüöî êîãîìîëîãèé H∗(XP ) ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè çà-
ìûêàíèé îðáèò O = Oi1 ∩ . . . ∩ Oik .

(2) Ìóëüòèïëèêàòèâíî, êîëüöî êîãîìîëîãèé ãëàäêîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîðîæäàåòñÿ
êîìïîíåíòîé ñòåïåíè äâà, òî åñòü äèâèçîðàìè O1,. . . , Ol.

Êðîìå òîãî èç êëåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ïðÿìî ñëåäóåò è òàêîå îïèñàíèå ãðóïïû Ïèêàðà.
Ñëåäñòâèå 21.12. Ãðóïïà Ïèêàðà Pic(XP ) èçîìîðôíà ñâîáîäíîé àáåëåâîé ãðóïïå ðàíãà l − n. Áà-
çèñ â ãðóïïå Ïèêàðà ìîæíî âûáðàòü òàê. Âûáåðåì n äèâèçîðîâ Oi1,. . . ,Oin òàê ÷òîáû èõ îáùåå
ïåðåñå÷åíèå áûëî íåïóñòî. Òîãäà äèâèçîðû {Oi}i6=i1,...,in ñâîáîäíî ïîðîæäàþò ãðóïïó Ïèêàðà.

Èíûìè ñëîâàìè, êàæäàÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà P äà¼ò áàçèñ â ãðóïïå Ïèêàðà, ýëåìåíòû êîòî-
ðîãî ñîîòâåòñòâóþò ãèïåðãðàíÿì, íå ñîäåðæàùèì ýòó âåðøèíó. Ýòî î÷åíü ïîëåçíî äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ äèâèçîðîâ Oi1 · . . . ·Oik , òî åñòü äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ åãî â âèäå

∑
codimO=k kiO. Àëãîðèòì

òàêîé:
(1) Åñëè i1,. . . , ik ïîïàðíî ðàçëè÷íû èëè Oi1 ∩ . . . ∩ Oik = ∅, òî

Oi1 · . . . · Oik = Oi1 ∩ . . . ∩ Oik .

(2) Åñëè i1,. . . , ik íå ïîïàðíî ðàçëè÷íû (ïóñòü, ñêàæåì, i1 = i2) è Oi1 ∩ . . . ∩Oik 6= ∅, òî â ãðóïïå
Ïèêàðà ìîæíî âûáðàòü áàçèñ, íå ñîäåðæàùèé íè îäèí èç äèâèçîðîâ Oi1 ,. . . , Oik . Ðàçëîæèì
Oci1 ïî ýòîìó áàçèñó. Ïîëó÷èì

Oi1 · Oi2 · . . . · Oik = (
∑

j 6=i1,...ik

kiOj) · Oi2 · . . . · Oik =
∑

j 6=i1,...ik

Oj · Oi2 · . . . · Oik.

Ê êàæäîìó èç íîâûõ ìîíîìîâ Oj · Oi2 · . . . · Oik îïÿòü ïðèìåíÿåì øàã 1 èëè øàã 2.
Íàçîâ¼ì ñëîæíîñòüþ ìîíîìà Om1

1 · . . . ·Oml

l ñóììó
∑

mi 6=0(mi− 1). Íàïðèìåð, ñëîæíîñòü ìîíîìà Ok

1

ðàâíà k − 1. Ñëîæíîñòü ìîíîìà Oi1 · Oi2 · . . . · Oik èçìåðÿåò, íàñêîëüêî íå ïîïàðíî ðàçëè÷íû èíäåê-
ñû i1,. . . , ik. Åñëè âñå èíäåêñû ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òî ñëîæíîñòü ðàâíà íóëþ. Íåñëîæíî çàìåòèòü,
÷òî ïðèìåíåíèå øàãà 2 óìåíüøàåò ñëîæíîñòü ìîíîìà ïî êðàéíåé ìåðå íà îäèí, ñëåäîâàòåëüíî çà
êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìû ñâåä¼ì âñ¼ ê ìîíîìàì íóëåâîé ñëîæíîñòè, ê êîòîðûì óæå ïðèìåíèì øàã
1.

Èñòîðè÷åñêè, ýòîò àëãîðèòì áûë ïåðâûì ñïîñîáîì èñêàòü èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äèâèçîðà íà
òîðè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè. Íà ïåðâûé âçãëÿä, àëãîðèòì î÷åíü äëèííûé è íåóäîáíûé (âåäü êàæäîå
ïðèìåíåíèå øàãà 2 ñóùåñòâåííî óâåëè÷èâàåò ÷èñëî ìîíîìîâ, ñ êîòîðûìè íóæíî ðàáîòàòü). Îäíàêî ñ
ïîìîùüþ ìíîãîãðàííèêîâ ìîæíî äîâåñòè ýòî àëãîðèòì äî ÿâíîé êðàñèâîé ôîðìóëû (òåîðåìû Êóø-
íèðåíêî). Òî åñòü ñëîæíîñòü ïðèâåä¼ííîãî âûøå àëãîðèòìà ïðÿìî ñâÿçàíà ñî ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáú¼ìà ìíîãîãðàííèêà (â ÷àñòíîñòè, ÷èñëåííûå âû÷èñëåíèÿ òåîðåìà Êóøíèðåíêî,
êàê ïðàâèëî, íå îáëåã÷àåò). Ê ñ÷àñòüþ, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Êóøíèðåíêî äîñòàòî÷íî ëèøü
ñðàâíèòü ýòè äâà àëãîðèòìà è ïîêàçàòü, ÷òî îíè îäèíàêîâû, âû÷èñëÿòü æå ñ èõ ïîìîùüþ íè÷åãî íå
íóæíî. Òàê ìû è áóäåì äîêàçûâàòü. Äëÿ ýòîãî ìû ñíà÷àëà èçó÷èì ñâÿçü ìåæäó ãðóïïîé Ïèêàðà è
ìíîãîãðàííèêàìè àíàëîãè÷íûìè ìíîãîãðàííèêó P .
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Îïðåäåëåíèå 21.13. Äâà ìíîãîãðàííèêà àíàëîãè÷íû (îáîçíà÷åíèå: ∼), åñëè ó íèõ îäèí è òîò æå
íîðìàëüíûé âååð.

Èíûìè ñëîâàìè, îäèí ìíîãîãðàííèê ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ïàðàëëåëüíûì ñäâèãîì ãèïåðãðà-
íåé, òàê ÷òîáû â ïðîöåññå êîìáèíàòîðíûé òèï ìíîãîãðàííèêà íå ìåíÿëñÿ. Íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè
êâàäðàò è ïðÿìîóãîëüíèê àíàëîãè÷íû, åñëè êàæäàÿ ñòîðîíà îäíîãî ïàðàëëåëüíà îäíîé èç ñòîðîí
äðóãîãî. Íî äâà òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷åííûõ äðóã èç äðóãà öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé, óæå íå áóäóò
àíàëîãè÷íû (õîòÿ èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû).

Óïðàæíåíèå 21.14. (1) Ïóñòü P è Q öåëî÷èñëåííî ïðîñòûå. Òîãäà åñëè P ∼ Q, òî XP ' XQ.
(2) Ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð äëÿ íå öåëî÷èñëåííî ïðîñòûõ P è Q.
Ìû ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîãîãðàííèê P öåëî÷èñëåííî ïðîñòîé çà èñêëþ÷åíèåì òåõ

ñëó÷àåâ, ãäå ÿâíî îãîâîðåíî îáðàòíîå. Îáîçíà÷èì çà DQ äèâèçîð ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ äëÿ âëîæå-
íèÿ φQ : XP ' XQ → PNQ−1.

Óïðàæíåíèå 21.15. Åñëè ìíîãîãðàííèêè P è Q ñîâìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, òî DP =
DQ â ãðóïïå Ïèêàðà.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ìíîãîãðàííèêó, àíàëîãè÷íîìó P , ìîæíî ñîïîñòàâèòü äèâèçîð, ïðè÷¼ì
äâà òàêèõ äèâèçîðà ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîãîãðàííèêè ñîâìåùàþòñÿ ïà-
ðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.

Ïðåäëîæåíèå 21.16. Îòîáðàæåíèå Q → DQ ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìîðôèçìà ìåæäó ãðóïïîé öåëî-
÷èñëåííûõ âèðòóàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ àíàëîãè÷íûõ P ïî ìîäóëþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ãðóï-
ïîé Ïèêàðà Pic(XP ).

Ìû ñíà÷àëà ïîÿñíèì ôîðìóëèðîâêó (òî åñòü äàäèì îïðåäåëåíèå âèðòóàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ),
à ïîòîì äîêàæåì ýòî ïðåäëîæåíèå. Ðàññìîòðèì âñå ìíîãîãðàííèêè àíàëîãè÷íûå P . Ëåãêî âèäåòü,
÷òî îíè îáðàçóþò ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ ïî Ìèíêîâñêîìó. Íàïîìíèì, ÷òî ñóììîé ïî
Ìèíêîâñêîìó äâóõ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A + B := {a + b|a ∈ A, b ∈ B}
(òàêàÿ ñóììà çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò â Rn, íî âñå âîçìîæíûå ñóììû A + B ïðè ðàç-
íûõ âûáîðàõ ñîâìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì). Ïîëóãðóïïó ìíîãîãðàííèêîâ àíàëîãè÷íûõ P
ìîæíî äîïîëíèòü äî ãðóïïû, äîáàâèâ ôîðìàëüíûå ðàçíîñòè (òî åñòü âçÿòü ãðóïïó Ãðîòåíäèêà ïîëó-
ãðóïïû). Ïîëó÷åííàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé âèðòóàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ àíàëîãè÷íûõ P . Íà
ýòîé ãðóïïå åñòü åñòåñòâåííàÿ ñòðóêòóðà âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà (óìíîæåíèå ìíîãî-
ãðàííèêà íà âåùåñòâåííîå ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãîìîòåòèè è ïåðåíîñèòñÿ íà âèðòóàëüíûå
ìíîãîãðàííèêè ïî ëèíåéíîñòè).

Ìíîãîãðàííèê P ìîæíî çàäàòü íåðàâåíñòâàìè h1(x) ≤ h1(Q),. . . , hl(x) ≤ hl(Q), ãäå hi ∈ CΓi

(òî åñòü hi � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ïîñòîÿííàÿ íà ãèïåðãðàíè Γi), à hi(Q) � êîíñòàíòà. Ôóíêöèÿ hi

íàçûâàåòñÿ i-òîé îïîðíîé ôóíêöèåé, à ÷èñëî hi(Q) � i-òûì îïîðíûì ÷èñëîì ìíîãîãðàííèêà P . Òåì
ñàìûì ìîæíî ïðåäñòàâèòü P êàê ïåðåñå÷åíèå l ïîëóïðîñòðàíñòâ. Òîãäà âèðòóàëüíûé ìíîãîãðàííèê
Q àíàëîãè÷íûé P ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê íàáîð èç l ïîëóïðîñòðàíñòâ h1(x) ≤ h1(Q),. . . , hl(x) ≤
hl(Q), ãäå îïîðíûå ÷èñëà h1(Q),. . . , hl(Q) ìîãóò áûòü ëþáûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè (çàìåòèì, ÷òî
ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâ óæå íåîáÿçàòåëüíî áóäåò âûïóêëûì n-ìåðíûì ìíîãîãðàííèêîì).
Íàïðèìåð, êàæäàÿ òî÷êà v ∈ Rn îïðåäåëÿåò l ïîëóïðîñòðàíñòâ h1(x) ≤ h1(v),. . . , hl(x) ≤ h1(v),
êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â òî÷êå v. Òàêèì îáðàçîì, îïîðíûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè íà
ïðîñòðàíñòâå âñåõ ìíîãîãðàííèêîâ àíàëîãè÷íûõ P . Åñëè P íå ïðîñòîé, òî ìåæäó îïîðíûìè ÷èñëàìè
áóäóò ñîîòíîøåíèÿ (åñëè (n + 1) ãèïåðãðàíü ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî èõ óæå íåëüçÿ äâèãàòü
íåçàâèñèìî).

Çàìå÷àíèå 21.17. Îïîðíûå ÷èñëà çàâèñÿò îò âûáîðà îïîðíûõ ôóíêöèé. Åñëè P � öåëî÷èñëåííûé,
òî åñòåñòâåííî íîðìèðîâàòü hi òàê ÷òîáû hi áûë ìèíèìàëüíûì öåëî÷èñëåííûì êîâåêòîðîì íà ëó÷å
CΓi

⊂ Rn∗.

Îïðåäåëåíèå 21.18. Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè v ∈ Zn ⊂ Rn äî ãèïåðïëîñêîñòè H ⊂ Rn

ðàâíî èíäåêñó ïîäãðóïïû 〈v, H ∩ Zn〉 â Zn.
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Óïðàæíåíèå 21.19. (1) Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óíèìîäóëÿðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé Rn.

(2) Îïîðíîå ÷èñëî hi(P ) ðàâíî öåëî÷èñëåííîìó ðàññòîÿíèþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ãèïåðïëîñêî-
ñòè, ñîäåðæàùåé Γi.

Ïðåäëîæåíèå 21.16 íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òàêîé ëåììû.
Ëåììà 21.20.

DQ = h1(Q)O1 + . . . + hl(Q)Ol

Ïðèìåð 21.21. Ïóñòü n = 1, è Q = [k − d, k] � îòðåçîê äëèíû d. Òîãäà ϕQ : P1 ↪→ Pd � âëîæåíèå
Âåðîíåçå, è DQ = d[pt] = kO1 + (d− k)O2.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ DQ � äèâèçîð íóëåé ëèíåéíîé ôóíêöèè íà CPNQ−1, îãðàíè÷åííîé
íà XQ ⊂ CPNQ−1. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå òàêîé ëèíåéíîé ôóíêöèè ïåðâóþ îäíîðîäíóþ êîîðäèíàòó y1.
Òîãäà äèâèçîð íóëåé ëåæèò â XQ \ (C∗)n (òàê êàê y1 â îãðàíè÷åíèè íà òîð ýòî ìîíîì Ëîðàíà, è
ïîýòîìó â íîëü íå îáðàùàåòñÿ). Òàêèì îáðàçîì DQ =

∑l
i=1 kiOi. Îñòàëîñü ïîñ÷èòàòü êðàòíîñòè ki.

Ýòî ìîæíî äåëàòü â àôôèííûõ êàðòàõ, òî åñòü äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå.
Óïðàæíåíèå 21.22. (1) Ìîíîì xk1

1 . . . xkn
n îáðàùàåòñÿ â íóëü íà êîîðäèíàòíîé ãèïåðïëîñêîñòè

xi = 0 ñ êðàòíîñòüþ ki.
(2) Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (k1, . . . , kn) ∈ Zn äî êîîðäèíàòíîé ãèïåðïëîñêîñòè xi = 0

ðàâíî ki. ¤
Óïðàæíåíèå 21.23. Âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äèâèçîðàìè îðáèò O1,. . . ,Ol èìåþò âèä

h1(v)O1 + . . . + hl(v)Ol,

ãäå v ∈ Zn � ïðîèçâîëüíûé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð.
Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ Ëåììû 21.20 îïèøåì ãëàäêèå òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî â òåðìèíàõ

ìíîãîãðàííèêà P .
Ñëåäñòâèå 21.24. Òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå XP ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ôàíî, åñëè è òîëüêî åñëè
P àíàëîãè÷åí ðåôëåêñèâíîìó ìíîãîãðàííèêó. Èíûìè ñëîâàìè, ñðåäè ìíîãîãðàííèêîâ àíàëîãè÷íûõ P
íàéä¼òñÿ ìíîãîãðàííèê, âñå îïîðíûå ÷èñëà êîòîðîãî ðàâíû åäèíèöå.

Òàêèì îáðàçîì òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ Ôàíî ñîîòåòñòâóþò ðåôëåêñèâíûì ìíîãîãðàííèêàì. Ðå-
ôëåêñèâíîñòü äîâîëüíî îãðàíè÷èòåëüíîå óñëîâèå. Â ÷àñòíîñòè, ðåôëåêñèâíûé ìíîãîãðàííèê ñîäåð-
æèò ñòðîãî âíóòðè ñåáÿ ðîâíî îäíó öåëóþ òî÷êó.
Óïðàæíåíèå 21.25. Êëàññèôèöèðóéòå âñå òîðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Ôàíî.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Í¼òåðà äëÿ òîðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (ñì. çàäà÷ó 9 èç ýêçàìåíà), ìîæíî äî-
êàçàòü òàêóþ òåîðåìó èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè.
Òåîðåìà 21.26 (î 12-òè òî÷êàõ). Åñëè ìíîãîóãîëüíèê P ðåôëåêñèâåí, òî ÷èñëî öåëûõ òî÷åê íà
ãðàíèöå ìíîãîãðàííèêà P è ÷èñëî öåëûõ òî÷åê íà ãðàíèöå äâîéñòâåííîãî ìíîãîãðàííèêà P ∗ â ñóììå
ñîñòàâëÿþò 12.
21.3. Òåîðåìà Êóøíèðåíêî. Òåïåðü ìû ìîæåì äîâåñòè äî ÿâíîãî îòâåòà àëãîðèòì èç ðàçäåëà
21.2. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðèìåð.
Ïðèìåð 21.27. Ïóñòü P � òðàïåöèÿ ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, 2), (1, 1) è (1, 0). Òîãäà êàê ìû çíàåì
XP � ðàçäóòèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè â îäíîé òî÷êå. Îáîçíà÷èì ð¼áðà òðàïåöèÿ çà Γi, i = 1, 2, 3, 4,
êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ðåáðî Γ3 ñîîòâåòñòâóåò èñêëþ÷èòåëüíîìó äèâèçîðó O3. Òåïåðü ìû ñíîâà
ïîñ÷èòàåì èíäåêñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿ èñêëþ÷èòåëüíîãî äèâèçîðà, íî óæå íå ðóêàìè, à ñ ïîìîùüþ
òîðè÷åñêîé íàóêè. Ñíà÷àëà íàéä¼ì âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äèâèçîðàìè Oi, i = 1, 2, 3, 4. Îïîðíûå
ôóíêöèè: h1 = −x, h2 = −y, h3 = x, h4 = x + y. Ñîîòíîøåíèÿ: v = (1, 0) Ã −O1 + O3 + O4 = 0,
v = (0, 1) Ã −O2 +O4 = 0. Òåïåðü ïðèìåíÿåì àëãîðèòì:

O2

3 = (O1 −O2)O3 = −1.
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Òåîðåìà 21.28 (Êóøíèðåíêî).
Dn

P = n!vol(P )

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðèìåíèì Ëåììó 21.20:

Dn
P = (h1(P )O1 + . . . + hl(P )Ol)D

n−1
P =

l∑
i=1

hi(P )OiD
n−1
P .

Óïðàæíåíèå 21.29. Ðàññìîòðèì òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå XΓi
, èçîìîðôíîå Oi, è äèâèçîð DΓi

íà
í¼ì. Äîêàæèòå, ÷òî DΓi

= p∗DP , ãäå p : XΓi
' OΓi

⊂ XP � âëîæåíèå. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî
OiD

n−1
P = Dn−1

Γi
.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè OiD
n−1
P = Dn−1

Γi
= (n− 1)!vol(Γi).

Óïðàæíåíèå 21.30. Äîêàæèòå, ÷òî vol(P ) = 1
n

∑l−1
i=1 hi(P )vol(Γi). ¤

22. Ñìåøàííûé îáú¼ì è òåîðåìà Áåðíøòåéíà�Õîâàíñêîãî
Åñòåñòâåííî îáîáùèòü òåîðåìó Êóøíèðåíêî íà ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà ñ ðàçíûìè ìíîãîãðàííèêàìè

Íüþòîíà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ñìåøàííîãî îáú¼ìà. Ìû äàäèì êðàòêîå îïðåäåëåíèå,
à áîëåå ïîäðîáíî ìîæíî ïðî÷åñòü îá ýòîì â çàïèñêàõ ïî êóðñó Âëàäëåíà Òèìîðèíà (ñì. ó÷åáíûå
ìàòåðèàëû íà ñòðàíè÷êå íàøåãî êóðñà).

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âñåõ âèðòóàëüíûõ âûïóêëûõ òåë â Rn îòíîñèòåëüíî ñóììû ïî Ìèí-
êîâñêîìó. Íà í¼ì îïðåäåë¼í ìíîãî÷ëåí îáú¼ìà V ol, ñîïîñòàâëÿþùèé êàæäîìó òåëó A åãî îáú¼ì
vol(A). Ìíîãî÷ëåí îáú¼ìà � îäíîðîäíûé, ñòåïåíè n. Ìîæíî îïðåäåëèòü åãî ïîëÿðèçàöèþ MV ol êàê
åäèíñòâåííóþ ñèììåòðè÷åñêóþ n-ôîðìó ñòåïåíè n, îãðàíè÷åíèå êîòîðîé íà äèàãîíàëü ñîâïàäàåò ñ
V ol. Ñìåøàííûì îáú¼ìîì n âûïóêëûõ òåë A1,. . . ,An íàçûâàåòñÿ ÷èñëî MV ol(A1, . . . , An). Íàïðèìåð,
ìîæíî èñêàòü MV ol(A1, . . . , An) êàê êîýôôèöèåíò ïðè λ1 . . . λn â ìíîãî÷ëåíå vol(λ1A1 + . . . λnAn) îò
λ1,. . . ,λn, ïîäåëåííûé íà n!.

Óïðàæíåíèå 22.1. Ïóñòü B � åäèíè÷íûé øàð â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âûïóêëîãî òåëà
A èìååì

MV ol(A, . . . , A︸ ︷︷ ︸
n−1

, B) =
1

n
(ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè òåëà A).
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Òåîðåìà 22.2 (È.Áåðíøòåéí�Õîâàíñêèé). Ïóñòü f1,. . . , fn � îáùèå ìíîãî÷ëåíû Ëîðàíà íà (C∗)n ñ
ìíîãîãðàííèêàìè Íüþòîíà P1,. . . , Pn, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ÷èñëî èõ îáùèõ íóëåé â òîðå ðàâíî
n!MV ol(P1, . . . , Pn).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå XP , ãäå P = k1P1+. . .+knPn äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ k1,. . . , kn. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîãðàííèêè P1,. . . , Pn ÿâëÿþòñÿ âèðòóàëüíûìè ìíîãîãðàííèêà-
ìè àíàëîãè÷íûìè P . Îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå èì äèâèçîðû íà XP çà D1,. . . , Dn.
Óïðàæíåíèå 22.3. Èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ D1 · · ·Dn â XP ðàâåí ÷èñëó îáùèõ íóëåé ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìíîãî÷ëåíîâ Ëîðàíà â êîìïëåêñíîì òîðå.

Òåïåðü îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ñëîæåíèå ïî Ìèíêîâñêîìó âèðòóàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ àíàëî-
ãè÷íûõ P ñîãëàñîâàíî ñî ñëîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ èì äèâèçîðîâ.
Óïðàæíåíèå 22.4. Ïóñòü Q1 è Q2 àíàëîãè÷íû P . Äîêàæèòå, ÷òî DQ1 + DQ2 = DQ1+Q2. ¤

23. Êîëüöî Ïóõëèêîâà�Õîâàíñêîãî
Òåïåðü ìû îïèøåì êîëüöî êîãîìîëîãèé ãëàäêîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ìû èñïîëüçóåì îáî-

çíà÷åíèÿ ðàçäåëà 21.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî VP âñåõ âèðòóàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ àíàëîãè÷íûõ P . Îãðàíè÷èì íà

ýòî ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåí îáú¼ìà. Îãðàíè÷åíèå (îáîçíà÷èì åãî çà V olP ) áóäåò îäíîðîäíûì ìíî-
ãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îò îïîðíûõ ÷èñåë h1,. . . , hl.
Óïðàæíåíèå 23.1. Íàéäèòå ìíîãî÷ëåíû îáú¼ìà ñèìïëåêñà è êóáà â Rn.
Îïðåäåëåíèå 23.2. Êîëüöî Ïóõëèêîâà�Õîâàíñêîãî RP ìíîãîãðàííèêà P � ýòî êîëüöî äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íà VP ñ ïîñòîÿííûìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðîôàêòîðèçîâàííîå ïî
îïåðàòîðîì, àííóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåí îáú¼ìà V olP .

Çàìåòèì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü è äëÿ íåïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà. Ïðàâäà, â ýòîì ñëó÷àå
îïîðíûå ÷èñëà óæå íå áóäóò êîîðäèíàòàìè íà ïðîñòðàíñòâå VP (ìåæäó íèìè ïîÿâÿòñÿ ñîîòíîøåíèÿ).
Çàìå÷àíèå 23.3. • Â êîëüöå RP íåò ýëåìåíòîâ ñòåïåíè âûøå n.

• Â êîëüöå RP åñòü äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå, òàê-êàê åñòü íåâûðîæäåííîå ñïàðèâàíèå
(Di

1, D
n−i
2 ) := Di

1D
n−i
2 (n!V olP ) ∈ Z.

Òåîðåìà 23.4 (Ïóõëèêîâ-Õîâàíñêèé). Åñëè P � öåëî÷èñëåííî ïðîñòîé, òî êîëüöî êîãîìîëîãèé
H∗(XP ) èçîìîðôíî êîëüöó Ïóõëèêîâà-Õîâàíñêîãî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òåîðåìå Êóøíèðåíêî è íà òîì ôàêòå, ÷òî êîëüöî
êîãîìîëîãèé H∗(XP ) ïîðîæäàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñòåïåíè äâà. Äàëåå íóæíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå
î÷åíü îáùåå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 23.5. Ïóñòü A � ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà íàä Z ñ êîìïîíåíòîé ñòàðøåé ñòåïåíè
An ' Z, òàêàÿ ÷òî ñïàðèâàíèå Ai×An−i → An ' Z, (a, b) → ab íåâûðîæäåíî. Åñëè A ïîðîæäàåòñÿ
êîìïîíåíòîé A1, òî åñòü èçîìîðôèçì

A ' Diff[A1]/Ann(f),

ãäå ìíîãî÷ëåí f íà A1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé f(a) := an ∈ An ' Z.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ íåñëîæíî è ñîäåðæèòñÿ (ñì. íàïðèìåð [10]).
Äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà òàêîé.

Óïðàæíåíèå 23.6. Âûâåäèòå èç ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 21, ÷òî
H∗(XP ) = Z[O1, . . . ,Ol]/(I1, I2),

ãäå I1 � ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ âèäà h1(v)O1 + . . . + hl(v)Ol, ãäå v ∈ Zn � ïðîèçâîëüíûé öåëî÷èñ-
ëåííûé âåêòîð, à I2 � ñîîòíîøåíèÿ âèäà Oi1 · · · Oik = 0, åñëè Γi1 ∩ . . . ∩ Γik = ∅.



33

Óïðàæíåíèå 23.7. Ïðîâåðüòå, ÷òî ãîìîìîðôèçì H∗(XP ) → RP , ïåðåâîäÿùèé Oi â ∂hi
êîððåêòíî

îïðåäåë¼í (òî åñòü âñå ñîîòíîøåíèÿ I1 è I2 âûïîëíÿþòñÿ â RP ).
Èñïîëüçóÿ äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå â êîëüöàõ H∗(XP ) è RP , íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæå-

íèå H∗(XP ) → RP ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. ¤
Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ Ïðåäëîæåíèÿ 23.5 ìîæíî íàéòè è êîãîìîëîãèè ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ

ôëàãîâ Fn.
Òåîðåìà 23.8 (Êîñòàíò).

H∗(Fn) ' Diff[∂λ1 , . . . , ∂λn ]/Ann(
∏
i<j

(λi − λj)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî íàéòè ìíîãî÷ëåí f(λ) = Dd
λ, ãäå λ = (λ1, . . . , λn) � âåñ, à Dλ � äèâèçîð,

ñîîòâåòñòâóþùèé âåñó. Íàïðèìåð, â ïðåäñòàâëåíèè Áîðåëÿ Dλ = λ1x1 + . . . + λnxn.
Óïðàæíåíèå 23.9. Åñëè λi = λj, òî Dd

λ = 0.
Òàêèì îáðàçîì, f äåëèòñÿ íà λi − λj, ñëåäîâàòåëüíî f = C

∏
i<j(λi − λj), ãäå êîíñòàíòó C ìîæíî

íàéòè, ðåøèâ çàäà÷ó 5 èç ýêçàìåíà (íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îíà íå íóæíà). ¤
Óïðàæíåíèå 23.10. Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòàâëåíèþ Áîðåëÿ.

24. Êîëüöî óñëîâèé
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò ñïîñîá îïðåäåëèòü òåîðèþ ïåðåñå÷åíèé íà íåêîìïàêòíîé ãðóïïå, èëè

áîëåå îáùî, íà îäíîðîäíîì ïðîñòðàíñòâå.
Òåîðåìà 24.1 (Òåîðåìà Êëåéìàíà î òðàíñâåðñàëüíîñòè). [7] Ïóñòü G ñâÿçíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãðóï-
ïà, è ïóñòü X � å¼ îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Âîçüì¼ì äâà íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîä-
ìíîãîîáðàçèÿ M,N ⊂ X. Îáîçíà÷èì çà gM ëåâûé ñäâèã ïîäìíîãîîáðàçèÿ M ýëåìåíòîì g ∈ G.
Ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû G òàêîå ÷òî äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ g
ýòîãî ïîäìíîæåñòâà êàæäàÿ íåïðèâîäèìàÿ êîìïîíåíòà ïåðåñå÷åíèÿ gM ∩N èìååò ðàçìåðíîñòü
dim M + dim N − dim G. Åñëè M è N � ãëàäêèå, òî gM ∩N òðàíñâåðñàëüíî.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè M è N èìåþò äîïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè (íî íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêèå),
òî gM ∩N ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, è ýòî ÷èñëî ïîñòîÿííî.

Åñëè M è N èìåþò äîïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè, îïðåäåëèì èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ (M, N) êàê ÷èñ-
ëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ #(gM ∩N) äëÿ îáùåãî g ∈ G. Åñëè ìû õîòèì ðåøàòü çàäà÷è èñ÷èñëèòåëüíîé
ãåîìåòðèè, òî åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü àëãåáðàè÷åñêèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ íà X ñ òî÷íîñòüþ äî òà-
êîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Äâà íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ M1,M2 îäèíàêîâîé ðàçìåð-
íîñòè ýêâèâàëåíòíû, åñëè äëÿ ëþáîãî íåïðèâîäèìîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ N äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåð-
íîñòè èíäåêñû ïåðåñå÷åíèÿ (M1, N) è (M2, N) ñîâïàäàþò. Ýòî îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïîõîæå
íà ÷èñëåííóþ ýêâèâàëåíòíîñòü â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ðàññìîòðèì âñå ôîðìàëüíûå ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîãîîáðàçèé â X ïî ìîäóëþ ýòîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.
Ïîëó÷èâøàÿñÿ ãðóïïà C∗(X) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé óñëîâèé îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà X. Ýòà ãðóïïà
åñòåñòâåííûì îáðàçîì ãðàäóèðîâàíà:

C∗(X) =

dim(X)⊕
i=0

Ci(X),

ãäå Ci(X) îïðåäåëÿåì êàê ãðóïïó, ïîðîæä�åííóþ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè êîðàçìåðíîñòè i íàä Z ñ òî÷-
íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîäìíîãîîáðàçèé M,N ⊂ X, ïîëîæèâ M · N = gM ∩ N ,
ãäå g ∈ G � îáùèé. Îäíàêî òàêîå ïðîèçâåäåíèå íå âñåãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíî íà ãðóïïå óñëîâèé.
Èìååòñÿ ñëåäóþùèé ïðîñòîé êîíòðïðèìåð [9]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G = Cn � àôôèííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãðóïïà ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ. Òîãäà äâà àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâà
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îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ â Cn, òîëüêî åñëè îíè ïàðàëëåëüíû. Äåé-
ñòâèòåëüíî, åñëè îíè íå ïàðàëëåëüíû, òî ñóùåñòâóåò ïîäïðîñòðàíñòâî äîïîëíèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè
V ⊂ Cn ïàðàëëåëüíîå îäíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó è ïåðåñåêàþùåå äðóãîå. Òîãäà îáùèé ïàðàëëåëü-
íûé ñäâèã ïîäïðîñòðàíñòâà V íå ïåðåñå÷¼ò ïåðâîå ïîäïðîñòðàíñòâî, íî ïåðåñå÷¼ò âòîðîå â îäíîé
òî÷êå. Òåïåðü â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå C3 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, z) ðàññìîòðèì êâàäðèêó N , çàäàí-
íóþ óðàâíåíèåì x = yz. Âîçüì¼ì äâå ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
M = {y = 0} ⊂ C3. Èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ N äàþò äâå ïðÿìûõ, êîòîðûå íå ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó.
Òàêèì îáðàçîì, îíè íå ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè â ãðóïïå óñëîâèé, è
êëàññ M ·N íå îïðåäåë¼í.

Çàìå÷àòåëüíûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ñôåðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ òàêîå ïðîèçâå-
äåíèå êîððåêòíî îïðåäåëåíî, òî åñòü åñëè âçÿòü ðàçíûõ ïðåäñòàâèòåëåé â îäíèõ è òåõ æå êëàññàõ,
òî êëàññ èõ ïðîèçâåäåíèÿ áóäåò îäíèì è òåì æå [8, 9]. Ñîîòâåòñòâóþùåå êîëüöî C∗(X) íàçûâàåòñÿ
êîëüöî óñëîâèé.

25. Ñôåðè÷åñêèå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà è èõ êîìïàêòèôèêàöèè
Îïðåäåëåíèå 25.1. Îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H ñôåðè÷åñêîå, åñëè è òîëüêî åñëè G ðåäóêòèâíà,
è áîðåëåâñêàÿ ïîäãðóïïà B ⊂ G äåéñòâóåò íà G/H ñ îòêðûòîé îðáèòîé.

Èç ýòîãî íà ïåðâûé âçãëÿä íåãåîìåòðè÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî âûâåñòè, ÷òî âñå G-
ýêâèâàðèàíòíûå êîìïàêòèôèêàöèè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H èìåþò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
G-îðáèò.
Îïðåäåëåíèå 25.2. Àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå X íàçûâàåòñÿ G-ýêâèâàðèàíòíîé êîìïàêòèôè-
êàöèåé îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H, åñëè X ñîäåðæèò G/H â êà÷åñòâå îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî
ìíîæåñòâà è äåéñòâèå G íà G/H ïðîäîëæàåòñÿ íà X.
Òåîðåìà 25.3 (Luna�Vust). Îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî G/H ñôåðè÷åñêîå, åñëè è òîëüêî åñëè ëþáàÿ
G-ýêâèâàðèàíòíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî G-îðáèò.
Ïðèìåð 25.4.

• Ìíîãîîáðàçèÿ ïîëíûõ ôëàãîâ G/B è ìíîãîîáðàçèÿ ÷àñòè÷íûõ ôëàãîâ G/P , ãäå P ⊂ B (âñå
îíè óæå ñàìè êîìïàêòíû).

• Êîìïëåêñíûé òîð G = (C∗)n, H = {e}. Â ýòîì ñëó÷àå G-ýêâèâàðèàíòíûå êîìïàêòèôèêàöèè
� ýòî òîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

• Ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà G, ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî äåé-
ñòâèÿ G × G óìíîæåíèÿìè ñëåâà è ñïðàâà: (g1, g2) : g 7→ g1gg−1

2 , òî åñòü G ' G × G/Gdiag.
Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð òàêîé íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû G = PSL(2) (íèæå ìû íàéä¼ì âñå
G×G-ýêâèâàðèàíòíûå êîìïàêòèôèêàöèè â ýòîì ïðîñòîì ñëó÷àå).

• Ïðîñòðàíñòâî êîíèê PGL(3)/ PSO(3). Íèæå ìû ïîñòðîèì ÷óäåñíóþ êîìïàêòèôèêàöèþ ïðî-
ñòðàíñòâà êîíèê, èíà÷å íàçûâàåìóþ ïðîñòðàíñòâîì ïîëíûõ êîíèê.

Ïîñëåäíèå äâà ïðèìåðà � ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèììåòðè÷åñêèõ îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ, êîìïàêòè-
ôèêàöèè êîòîðûõ ïîñòðîåíû è èçó÷åíû â [8, 9].

Ðàññìîòðèì ïîïîäðîáíåå ïðèìåð: G = PSL(2). Òîãäà G ìîæíî âëîæèòü â ïðîåêòèâèçàöèþ ïðî-
ñòðàíñòâà 2 × 2 ìàòðèö. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè V � ïðîñòðàíñòâî òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ, òî
G ↪→ P(V ⊗ V ∗), ïðè÷¼ì íà P(V ⊗ V ∗) ãðóïïà G äåéñòâóåò ñëåâà è ñïðàâà óìíîæåíèåì ìàòðèö. Òåì
ñàìûì çàìûêàíèå îáðàçà G = P3 ÿâëÿåòñÿ G × G�ýêâèâàðèàíòíîé êîìïàêòèôèêàöèåé ãðóïïû G.
Èìååì äâå G×G�îðáèòû: P(ìàòðèöû rk = 2) = G è P(ìàòðèöû rk = 1) ' P1 × P1

Óïðàæíåíèå 25.5. Äîêàçàòü, ÷òî G = PSL(2) èìååò åäèíñòâåííóþ G×G�ýêâèâàðèàíòíóþ êîì-
ïàêòèôèêàöèþ (èçîìîðôíóþ P3).

Åñëè îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî íå ñôåðè÷åñêîå, òî ñóùåñòâóåò êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ áåñêîíå÷íûì
÷èñëîì îðáèò. Èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå íà ãðóïïå óñëîâèé òàêîãî ïðîñòðàíñòâà íå óäà¼òñÿ ââåñòè
ñòðóêòóðó êîëüöà.

Êîíòðïðèìåðû:
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• G = Cn, H = {0}, CPn = G = Cn t CPn−1, ãäå âòîðîé ýëåìåíò îáúåäèíåíèÿ ñîñòîèò öåëèêîì
èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

• Íåêîììóòàòàèâíàÿ ðåäóêòèâíàÿ ãðóïïà G êàê îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ëåâûõ
ñäâèãîâ. Îíî íå ñôåðè÷åñêîå. Ïðèâåä�åì ïðèìåð: G = PSL(2), G = P3. Òîãäà G-îðáèòû èìåþò
âèä G è P1 × {pt}. Îðáèò âòîðîãî òèïà áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Òåïåðü îáúÿñíèì, ïî÷åìó íà ãðóïïå óñëîâèé ñôåðè÷åñêîãî îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà åñòü ñòðóê-
òóðà êîëüöà. Ïóñòü Z1 è Z2 � äâå G�ýêâèâàðèàíòíûå êîìïàêòèôèêàöèè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà
G/H.
Îïðåäåëåíèå 25.6. Êîìïàêòèôèêàöèÿ Z1 äîìèíèðóåò êîìïàêòèôèêàöèþ Z2 (Z1 Â Z2), åñëè ñó-
ùåñòâóåò G-ýêâèâàðèàíòíîå îòîáðàæåíèå Z1 → Z2.

Îòñþäà ñóùåñòâóåò p∗ : H∗(Z2) ↪→ H∗(Z1) (åñëè Z1 è Z2 ãëàäêèå). Èñïîëüçóÿ ýòè âëîæåíèÿ, ìîæíî
îïðåäåëèòü ïðÿìîé ïðåäåë êîëåö êîãîìîëîãèé H∗(Z) ïî âñåì ãëàäêèì G�ýêâèâàðèàíòíûì êîìïàê-
òèôèêàöèÿì Z.
Òåîðåìà 25.7 (Äå Êîí÷èíè�Ïðî÷åçè). Ïóñòü X � ñôåðè÷åñêîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà

C∗(X) ' lim−→
Z � ãëàäê. ýêâ.

êîìï.

H∗(Z).

Ïðèìåð 25.8.
• X = G/B ⇒ C∗(X) = H∗(X).
• X = (C∗)n ⇒ C∗(X) = lim−→Z � òîðè÷åñêîå H∗(Z).

Â ñëó÷àå òîðà êîëüöî óñëîâèé ìîæíî îïèñàòü ÿâíî, ïîñêîëüêó ìû óìååì îïèñûâàòü êîëüöà êîãî-
ìîëîãèé òîðè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé. Óäîáíåé ïåðåôîðìóëèðîâàòü âñ¼ ÷åðåç âååðû.
Óïðàæíåíèå 25.9. Åñëè XP � ãëàäêîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå, òî H∗(XP ) ðàâíî ôàêòîðêîëüöó
êîëüöà êóñî÷íî ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé íà âååðå FP ⊂ (Rn)∗, íåïðåðûâíûõ â êëàññè÷åñêîé òîïî-
ëîãèè, ïî èäåàëó, ïîðîæä¼ííîìó ëèíåéíûìè ôóíêöèÿì íà (Rn)∗.
Óïðàæíåíèå 25.10. Ïóñòü XP äîìèíèðóåò XQ, òîãäà FP ïîäðàçáèâàåò FQ. Â ýòîì ñëó÷àå âëî-
æåíèå p∗ : H∗(XQ) ↪→ H∗(XP ) ñîâïàäàåò ñ åñòåñòâåííûì âëîæåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëåö
êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé.

Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç Òåîðåìû 25.7:
Òåîðåìà 25.11. Êîëüöî óñëîâèé n-ìåðíîãî òîðà ðàâíî ôàêòîðêîëüöó êîëüöà íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé
íà Rn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ êóñî÷íî ïîëèíîìèàëüíà îòíîñèòåëüíî êàêîãî-íèáóäü âååðà, ïî èäåàëó,
ïîðîæä¼ííîìó ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 25.7. Ïóñòü M ⊂ X � ïîäìíîãîîáðàçèå êîðàçìåðíîñòè i. Ìîæíî
ïîñòðîèòü òàêóþ G-ýêâèâàðèàíòíóþ êîìïàêòèôèêàöèþ Z, ÷òî ëèáî codimO(M ∩O) = i, ëèáî M ∩O
ïóñòî äëÿ âñåõ îðáèò O (ýòî êëþ÷åâîé íåòðèâèàëüíûé ôàêò, èñïîëüçóåìûé â äîêàçàòåëüñòâå). Äàëåå,
ñîïîñòàâèì Ci(X) 3 [M ] 7→ [M ] ∈ H i(Z).
Óïðàæíåíèå 25.12. Ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ãîìîìîðôèçìà C∗(X) →
lim−→H∗(Z).
Ïðèìåð 25.13. G/H = (C∗)2, M = {x = y}.
CP2 íå ïîäõîäèò, ïîòîìó ÷òî M̄ 3 (1 : 0 : 0), ðàçìåðíîñòü 0, à íå −1, òî åñòü ìíîæåñòâî íå

ïóñòîå. ×òîáû óëó÷øèòü ýòî äî òðåáóåìîãî, ðàçäóåì òî÷êó (1 : 0 : 0). Èìååì ÷åòûðå íåïîäâèæíûõ

òî÷êè, íè îäíà èç êîòîðûõ íå ñîäåðæèòñÿ â M ⊂ P̂2. Â òåðìèíàõ ìíîãîóãîëüíèêîâ s
s

s@ - s
s

ss@
@
@ . Èìååì

0 = M2 6= M
2

= 1 â P2, íî 0 = M2 = M
2 â P̂2.

Âûâîä: äëÿ êàæäîé èñ÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è åñòü ñâîÿ �õîðîøàÿ� êîìïàêòèôèêàöèÿ, â êîòîðîé è
íóæíî ýòó çàäà÷ó ðåøàòü, íî ýòî íå îáÿçàòåëüíî ñàìàÿ ïðîñòàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ. Êàê ïðàâèëî, ÷åì
ñëîæíåå çàäà÷à, òåì ñëîæíåå êîìïàêòèôèêàöèÿ.
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Îïðåäåëåíèå 25.14. Ïóñòü G/H ñôåðè÷åñêîå, X � G�ýêâèâàðèàíòíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ. Ñêàæåì,
÷òî X ðåãóëÿðíà, åñëè:

• X −G/H =
l⋃

i=1

Oi, ãäå Oi � G-îðáèòû êîðàçìåðíîñòè 1 ñ ãëàäêèìè çàìûêàíèÿìè è òðàíñâåð-
ñàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè çàìûêàíèé.

• Çàìûêàíèå ëþáîé G-îðáèòû ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì çàìûêàíèé íåêîòîðûõ èç Oi.
• ∀x ∈ O ñòàáèëèçàòîð Gx äåéñòâóåò íà íîðìàëüíîì ïðîñòðàíñòâå TxX/TxO ê îðáèòå O ñ
îòêðûòîé ïëîòíîé îðáèòîé.

Ïðèìåð 25.15. Ãëàäêîå òîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé êîìïàêòèôèêàöèåé (òðåòüå
óñëîâèå ëåãêî ïðîâåðèòü â àôôèííûõ êàðòàõ).

Ïåðâûå äâà óñëîâèÿ â îïðåäåëåíèè ðåãëóðíîé êîìïàêòèôèêàöèè â òî÷íîñòè ïîâòîðÿþò ñîîòâåò-
ñòâóþøèå ñâîéñòâà ãëàäêîãî òîðè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ è èõ åñòåñòâåíííî òðåáîâàòü îò �õîðîøåé�
êîìïàêòèôèêàöèè. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë òðåòüåãî óñëîâèÿ óâèäåòü ñëîæíåå, íî îí òîæå åñòü è áóäåò
ðàçîáðàí ÷óòü ïîçæå. Êðîìå òîãî, óñëîâèå ñôåðè÷íîñòè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H â îïðåäå-
ëåíèè ìîæíî îòáðîñèòü, òàê-êàê íàëè÷èå ðåãóëÿðíîé êîìïàêòèôèêàöèè ñàìî ïî ñåáå î÷åíü ñèëüíîå
óñëîâèå íà îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ðàâíîñèëüíîå ñôåðè÷íîñòè. Òî åñòü ãåîìåòðè÷åñêè ìîæíî îïðå-
äåëÿòü ñôåðè÷åñêèå îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà êàê ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþùèå ðåãóëÿðíîé êîìïàê-
òèôèêàöèåé.

• Åñëè â ðåãóëÿðíîé êîìïàêòèôèêàöèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ çàìêíóòàÿ îðáèòà, òî X �
÷óäåñíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ.

Ôàêò 25.16. Ëþáàÿ ðåãóëÿðíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ äîìèíèðóåò ÷óäåñíóþ, åñëè ïîñëåäíÿÿ ñóùå-
ñòâóåò.

Äëÿ òîðà åñòü ðåãóëÿðíûå êîìïàêòèôèêàöèè, íî íåò ÷óäåñíîé. È íå âñåãäà åñòü êîìïàêòèôèêàöèÿ,
êîòîðóþ âñå äîìèíèðóþò.
Ïðèìåð 25.17.

• Ïóñòü G = PSL(2) × PSL(2), H = PSL(2)diag. Åäèíñòâåííàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ � P3. Îíà
÷óäåñíà.

• Ïóñòü G = PSL(3), H = PSO(3). Ìû ñòðîèëè äâå êîìïàêòèôèêàöèè:
• P5 ⊃ G/H íå ðåãóëÿðíà. G-îðáèòû:

• G/H ðàçìåðíîñòè 5,
• O1 = {l1l2 = 0 : l1 6= l2} ðàçìåðíîñòè 4,
• O2 = {l2 = 0} ðàçìåðíîñòè 2. Ýòî ïîâåðõíîñòü Âåðîíåçå â P5 (òî åñòü îáðàç P2 ïðè
âëîæåíèè Âåðîíåçå ν2, çàäàííîì ìîíîìàìè ñòåïåíè äâà).

Óïðàæíåíèå 25.18. O2 � ìíîæåñòâî îñîáûõ òî÷åê O1.
• Ïðîñòðàíñòâî ïîëíûõ êîíèê, ðàâíîå ðàçäóòèþ P5 âäîëü ïîâåðõíîñòè Âåðîíåçå.

Ôàêò 25.19. Ïóñòü Z ⊂ Pn, ϕ : Pn → Pn � ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê
íåîïðåäåë�åííîñòè Z. Åñëè íà ðàçäóòèè P̂n

Z îòîáðàæåíèå ϕ óæå âñþäó îïðåäåëåíî, òî òîãäà P̂Z =
Γϕ ⊂ Pn × Pn ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì ãðàôèêà.

Èñõîäíî ðàçäóòèå îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî â êàðòàõ (òàê êàê ìû ìîæåì ðàçäóâàòü Ck ⊂ Cn) ëèáî êàê
Proj íåêîòîðîé àëãåáðû.
Ïðèìåð 25.20.

• a ∈ P2, ϕ : x 7→ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç a è x, {(x, l) : x ∈ l} = Γ(ϕ) ⊂ P2 × P2∗.
• P2 = P(V ) � ïðÿìûå â V , P2∗ = P(V ∗) � ïëîñêîñòè â V . Òî÷êè â P2 ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìûì â
P2∗, à ïðÿìûå � òî÷êàì. Ïóñòü C � êîíèêà. Îïðåäåëèì äâîéñòâåííóþ êîíèêó C∗ = {l ∈ P2∗ :
l êàñàåòñÿ C}.
Óïðàæíåíèå 25.21.
� Åñëè C íåâûðîæäåíà, òî è C∗ íåâûðîæäåíà.
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� Åñëè C � ïàðà ïðÿìûõ, òî C∗ � ïàðà òî÷åê.
� ϕ íå îïðåäåëåíà íà ïîâåðõíîñòè Âåðîíåçå, ñîñòîÿùåé èç äâîéíûõ ïðÿìûõ.
Îòñþäà èìååì ÷óäåñíóþ êîìïàêòèôèêàöèþ ìíîãîîáðàçèÿ íåâûðîæäåííûõ êîíèê P̂V =

{C, C∗} ⊂ P5 × P5. Òàì åñòü ñëåäóþùèå îðáèòû:
� Íåâûðîæäåííûå êîíèêè. Ðàçìåðíîñòü ðàâíà 5.
� {(l1 ∪ l2, l

2) : l 3 l1, l2}
� Äâîéñòâåííîå ïðåäûäóùåìó.
� Ïàðà èç ïðÿìîé è òî÷êè íà íåé. Òàêèì îáðàçîì, îðáèòà èçîìîðôíà F3.

Ôàêò 25.22. Çàìêíóòûå îðáèòû â ÷óäåñíîé êîìïàêòèôèêàöèè îäíîðîäíîãî ïðîñòðàíñòâà G/H
èçîìîðôíû ìíîãîîáðàçèþ ïîëíûõ ôëàãîâ G/B.
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