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×àñòü 1: ýëåìåíòàðíàÿ

Ýëåìåíòàðíîå ðåøåíèå äâóõ çàäà÷ èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè
(íà óðîâíå ñòðîãîñòè 19 âåêà).

Çàäà÷à Øóáåðòà î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ

Çàäà÷à Øòåéíåðà î ïÿòè êîíèêàõ
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Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Çàäà÷à Àïîëëîíèÿ

Ñêîëüêî îêðóæíîñòåé êàñàåòñÿ òð�åõ çàäàííûõ îêðóæíîñòåé
íà ïëîñêîñòè?

Îòâåò
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8 èëè áåñêîíå÷íî ìíîãî
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Çàäà÷à Àïîëëîíèÿ
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Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Ðèñóíîê èç Âèêèïåäèè http://en.wikipedia.org/wiki/Circles_of_Apollonius



Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Öåëü

Íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òå êîíôèãóðàöèè, äëÿ êîòîðûõ
îòâåò � ìàêñèìàëüíûé êîíå÷íûé. Åãî è íóæíî íàéòè.

Ìîòèâèðîâêà

Â çàäà÷àõ êîìïëåêñíîé èñ÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè ïî÷òè

âñå êîíôèãóðàöèè äàþò ìàêñèìàëüíûé êîíå÷íûé îòâåò.
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Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Çàäà÷à Øóáåðòà

Ñêîëüêî ïðÿìûõ ïðîõîäèò ÷åðåç ÷åòûðå çàäàííûå ïðÿìûå
â 3-õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå?

Îòâåò
2
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Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Ðèñóíîê Frank Sottile

http://www.math.tamu.edu/ sottile/research/stories/connections.html



Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Ãåðìàí Øóáåðò (1848-1911),
íåìåöêèé ìàòåìàòèê



Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ



Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ



Èñ÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ

Ìåòîä Øóáåðòà

• Íàéòè îòâåò äëÿ ïðîñòîé êîíôèãóðàöèè

• Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Îïðåäåëåíèå

Ìíîãî÷ëåí f (x) ñòåïåíè n � ýòî

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a0,

ãäå an 6= 0.

Âîïðîñ

Ñêîëüêî êîðíåé èìååò ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n?

Îòâåò íàä R
Íå áîëüøå ÷åì n.

Îòâåò íàä C
Ðîâíî n (ñ ó÷�åòîì êðàòíîñòåé).
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

Ïðèìåð n = 2

Êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí f (x) = x2 + px + q, ãäå p, q ∈ R

Äèñêðèìèíàíò

D = p2 − 4q

• D > 0 � äâà ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ

• D = 0 � îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü êðàòíîñòè äâà

• D < 0 � íåò âåùåñòâåííûx êîðíåé
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû

D > 0 D = 0 D < 0



Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà

Ïóñòü f (x) è g(x) � ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè n.

Ëîêàëüíûé ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà (íàä R è íàä C)
Åñëè f íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé (ò.å. ãðàôèê {y = f (x)}
íå êàñàåòñÿ îñè x), òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêîì ε
ìíîãî÷ëåíû f è f + εg èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî êîðíåé.

Ãëîáàëüíûé ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà (òîëüêî íàä C)
Åñëè f è g íå èìåþò êðàòíûõ êîðíåé, òî îíè èìåþò
îäèíàêîâîå ÷èñëî êîðíåé.
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Ãëîáàëüíûé ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà (òîëüêî íàä C)
Åñëè f è g íå èìåþò êðàòíûõ êîðíåé, òî îíè èìåþò
îäèíàêîâîå ÷èñëî êîðíåé.



Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà

D > 0 D = 0 D < 0



Ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà

Ïðèìåð

f (x) = xn − a, ãäå a ∈ R

Êðàòíûå êîðíè

a = 0 � êîðåíü êðàòíîñòè n
a 6= 0 � íåò êðàòíûõ êîðíåé

• Íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé (ñ êîîðäèíàòîé a) íåëüçÿ
ïðîéòè èç òî÷êè a = 1 â òî÷êó a = −1, íå ïðîõîäÿ
÷åðåç òî÷êó a = 0.

• Íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé� ìîæíî.
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Íàä R Íàä C
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Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

Óñëîâèÿ σ1, σ2, σ3, σ4 íà ïðÿìóþ l :
óñëîâèå σi âûïîëíåíî, åñëè ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ li

Ñëîæåíèå óñëîâèé

σ1 + σ2 = (σ1 èëè σ2) � äèçúþíêöèÿ

Óìíîæåíèå óñëîâèé

σ1 · σ2 = (σ1 è σ2) � êîíúþíêöèÿ

Ïðèìåð

σ1 · σ2 · σ3 · σ4 � óñëîâèå, ÷òî ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò âñå
÷åòûðå ïðÿìûå l1, l2, l3, l4
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Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

Óñëîâèÿ σ1, σ2, σ3, σ4 íà ïðÿìóþ l :
óñëîâèå σi âûïîëíåíî, åñëè ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ li

Ñëîæåíèå óñëîâèé

σ1 + σ2 = (σ1 èëè σ2) � äèçúþíêöèÿ

Óìíîæåíèå óñëîâèé

σ1 · σ2 = (σ1 è σ2) � êîíúþíêöèÿ

Ïðèìåð

σ1 · σ2 · σ3 · σ4 � óñëîâèå, ÷òî ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò âñå
÷åòûðå ïðÿìûå l1, l2, l3, l4



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

Óñëîâèÿ σ1, σ2, σ3, σ4 íà ïðÿìóþ l :
óñëîâèå σi âûïîëíåíî, åñëè ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ li

Ñëîæåíèå óñëîâèé

σ1 + σ2 = (σ1 èëè σ2) � äèçúþíêöèÿ

Óìíîæåíèå óñëîâèé

σ1 · σ2 = (σ1 è σ2) � êîíúþíêöèÿ

Ïðèìåð

σ1 · σ2 · σ3 · σ4 � óñëîâèå, ÷òî ïðÿìàÿ l ïåðåñåêàåò âñå
÷åòûðå ïðÿìûå l1, l2, l3, l4



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

ρa = óñëîâèå, ÷òî ïðÿìàÿ l ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó a
τP = óñëîâèå, ÷òî ïðÿìàÿ l ëåæèò â ïëîñêîñòè P

Òîæäåñòâî

σ1 · σ2 = ρa + τP
âûïîëíåíî äëÿ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ l1 è l2 (çäåñü
a � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ, P � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ îáå
ïðÿìûå)



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

ρa = óñëîâèå, ÷òî ïðÿìàÿ l ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó a
τP = óñëîâèå, ÷òî ïðÿìàÿ l ëåæèò â ïëîñêîñòè P

Òîæäåñòâî

σ1 · σ2 = ρa + τP
âûïîëíåíî äëÿ äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ l1 è l2 (çäåñü
a � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ, P � ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ îáå
ïðÿìûå)



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ

ρa ∼ ρa′ äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a è a′

σ1 ∼ σ2 äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ l1 è l2
τP ∼ τP′ äëÿ ëþáûõ äâóõ ïëîñêîñòåé P è P ′

Òîæäåñòâî

σ1 · σ2 ∼ ρa + τP
âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ l1 è l2 (çäåñü a �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, P � ïðîèçâîëüíàÿ ïëîñêîñòü)

Îáîñíîâàíèå
Èñïîëüçóåò êîëüöî êîãîìîëîãèé èëè êîëüöî ×æîó

êîìïëåêñíîãî ãðàññìàíèàíà ïðÿìûõ â 3-õìåðíîì
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ

ρa ∼ ρa′ äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a è a′

σ1 ∼ σ2 äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ l1 è l2
τP ∼ τP′ äëÿ ëþáûõ äâóõ ïëîñêîñòåé P è P ′

Òîæäåñòâî

σ1 · σ2 ∼ ρa + τP
âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ l1 è l2 (çäåñü a �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, P � ïðîèçâîëüíàÿ ïëîñêîñòü)

Îáîñíîâàíèå
Èñïîëüçóåò êîëüöî êîãîìîëîãèé èëè êîëüöî ×æîó

êîìïëåêñíîãî ãðàññìàíèàíà ïðÿìûõ â 3-õìåðíîì
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ

ρa ∼ ρa′ äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê a è a′

σ1 ∼ σ2 äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ l1 è l2
τP ∼ τP′ äëÿ ëþáûõ äâóõ ïëîñêîñòåé P è P ′

Òîæäåñòâî

σ1 · σ2 ∼ ρa + τP
âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ l1 è l2 (çäåñü a �
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, P � ïðîèçâîëüíàÿ ïëîñêîñòü)

Îáîñíîâàíèå
Èñïîëüçóåò êîëüöî êîãîìîëîãèé èëè êîëüöî ×æîó

êîìïëåêñíîãî ãðàññìàíèàíà ïðÿìûõ â 3-õìåðíîì
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Óìíîæåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé

[σ1]
2 = [σ1 · σ2], ãäå l1 è l2 � â îáùåì ïîëîæåíèè (òî åñòü

íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè).

Ïðåäóïðåæäåíèå

[σ1]
2 6= [σ2

1] (òàê êàê σ
2
1 = σ1)



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Óìíîæåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè óñëîâèé

[σ1]
2 = [σ1 · σ2], ãäå l1 è l2 � â îáùåì ïîëîæåíèè (òî åñòü

íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè).

Ïðåäóïðåæäåíèå

[σ1]
2 6= [σ2

1] (òàê êàê σ
2
1 = σ1)



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Ðåøåíèå çàäà÷è î 4-õ ïðÿìûõ

• [σ1σ2σ3σ4] = [σ1]
4

• [σ1]
4 = ([ρa] + [τP ])

2 = [ρa]
2 + 2[ρa][τP ] + [τP ]

2

• [ρa]
2 = [τP ]

2 = 1, [ρaτP ] = 0

Îòâåò

[σ1σ2σ3σ4] = 2



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Ðåøåíèå çàäà÷è î 4-õ ïðÿìûõ

• [σ1σ2σ3σ4] = [σ1]
4

• [σ1]
4 = ([ρa] + [τP ])

2 = [ρa]
2 + 2[ρa][τP ] + [τP ]

2

• [ρa]
2 = [τP ]

2 = 1, [ρaτP ] = 0

Îòâåò

[σ1σ2σ3σ4] = 2



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Ðåøåíèå çàäà÷è î 4-õ ïðÿìûõ

• [σ1σ2σ3σ4] = [σ1]
4

• [σ1]
4 = ([ρa] + [τP ])

2 = [ρa]
2 + 2[ρa][τP ] + [τP ]

2

• [ρa]
2 = [τP ]

2 = 1, [ρaτP ] = 0

Îòâåò

[σ1σ2σ3σ4] = 2



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Ðåøåíèå çàäà÷è î 4-õ ïðÿìûõ

• [σ1σ2σ3σ4] = [σ1]
4

• [σ1]
4 = ([ρa] + [τP ])

2 = [ρa]
2 + 2[ρa][τP ] + [τP ]

2

• [ρa]
2 = [τP ]

2 = 1, [ρaτP ] = 0

Îòâåò

[σ1σ2σ3σ4] = 2



Èñ÷èñëåíèå óñëîâèé (èñ÷èñëåíèå Øóáåðòà)

Ðåøåíèå çàäà÷è î 4-õ ïðÿìûõ

• [σ1σ2σ3σ4] = [σ1]
4

• [σ1]
4 = ([ρa] + [τP ])

2 = [ρa]
2 + 2[ρa][τP ] + [τP ]

2

• [ρa]
2 = [τP ]

2 = 1, [ρaτP ] = 0

Îòâåò

[σ1σ2σ3σ4] = 2



Êîíèêè

1. ïàðàáîëà

2. ýëëèïñ

3. ãèïåðáîëà

Ðèñóíîê èç Âèêèïåäèè http://en.wikipedia.org/wiki/Conics



Êîíèêè

Îïðåäåëåíèå

Êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

ax2 + bxy + cy 2 + dx + ey + f = 0

íàçûâàåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà èëè êîíèêîé, åñëè a, b
è c íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå

Êîíèêà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ìíîãî÷ëåí

ax2 + bxy + cy 2 + dx + ey + f

íåïðèâîäèì, òî åñòü íå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè.



Êîíèêè

Îïðåäåëåíèå

Êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

ax2 + bxy + cy 2 + dx + ey + f = 0

íàçûâàåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà èëè êîíèêîé, åñëè a, b
è c íå ðàâíû íóëþ îäíîâðåìåííî.

Îïðåäåëåíèå

Êîíèêà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè ìíîãî÷ëåí

ax2 + bxy + cy 2 + dx + ey + f

íåïðèâîäèì, òî åñòü íå ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ëèíåéíûå
ìíîæèòåëè.



Êîíèêè

Ïðèìåð:
âûðîæäåííûå êîíèêè:

{xy = 0},

{(x + y − 1)2 = 0},

íåâûðîæäåííûå:

{x2 + y 2 − 1 = 0}.



Êîíèêè

Çàäà÷à Øòåéíåðà

Ñêîëüêî íåâûðîæäåííûõ êîíèê êàñàåòñÿ äàííûõ ïÿòè
êîíèê?

Íåâåðíûé îòâåò Øòåéíåðà (1848)

7776 (=65)

Îòâåò äå Æîíêüåðà (1859)

3264 (íå îïóáëèêîâàí)

Îòâåò Øàëÿ (1864)

3264



Êîíèêè

Çàäà÷à Øòåéíåðà

Ñêîëüêî íåâûðîæäåííûõ êîíèê êàñàåòñÿ äàííûõ ïÿòè
êîíèê?

Íåâåðíûé îòâåò Øòåéíåðà (1848)

7776 (=65)

Îòâåò äå Æîíêüåðà (1859)

3264 (íå îïóáëèêîâàí)

Îòâåò Øàëÿ (1864)

3264



Êîíèêè

Çàäà÷à Øòåéíåðà

Ñêîëüêî íåâûðîæäåííûõ êîíèê êàñàåòñÿ äàííûõ ïÿòè
êîíèê?

Íåâåðíûé îòâåò Øòåéíåðà (1848)

7776 (=65)

Îòâåò äå Æîíêüåðà (1859)

3264 (íå îïóáëèêîâàí)

Îòâåò Øàëÿ (1864)

3264



Êîíèêè

Çàäà÷à Øòåéíåðà

Ñêîëüêî íåâûðîæäåííûõ êîíèê êàñàåòñÿ äàííûõ ïÿòè
êîíèê?

Íåâåðíûé îòâåò Øòåéíåðà (1848)

7776 (=65)

Îòâåò äå Æîíêüåðà (1859)

3264 (íå îïóáëèêîâàí)

Îòâåò Øàëÿ (1864)

3264



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

ßêîá Øòåéíåð (1796 - 1863 ),
íåìåöêèé ìàòåìàòèê



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ýðíåñò äå Æîíêüåð
(1820-1901), ôðàíöóçñêèé
ìàòåìàòèê



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ìèøåëü Øàëü (1793-1880),
ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Q1, Q2, Q3, Q4, Q5 � êîíèêè

Óñëîâèÿ íà êîíèêè
Óñëîâèå κi íà íåâûðîæäåííóþ êîíèêó C :
κi âûïîëíåíî, åñëè êîíèêà C êàñàåòñÿ êîíèêè Qi

Ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ

κ1 ∼ κ2 äëÿ ëþáûõ äâóõ íåâûðîæäåííûõ êîíèê Q1 è Q2

Îáîçíà÷åíèÿ
Áóäåì îáîçíà÷àòü óñëîâèÿ κ1,. . . ,κ5 îäíîé è òîé æå áóêâîé
κ.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Q1, Q2, Q3, Q4, Q5 � êîíèêè

Óñëîâèÿ íà êîíèêè
Óñëîâèå κi íà íåâûðîæäåííóþ êîíèêó C :
κi âûïîëíåíî, åñëè êîíèêà C êàñàåòñÿ êîíèêè Qi

Ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ

κ1 ∼ κ2 äëÿ ëþáûõ äâóõ íåâûðîæäåííûõ êîíèê Q1 è Q2

Îáîçíà÷åíèÿ
Áóäåì îáîçíà÷àòü óñëîâèÿ κ1,. . . ,κ5 îäíîé è òîé æå áóêâîé
κ.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Q1, Q2, Q3, Q4, Q5 � êîíèêè

Óñëîâèÿ íà êîíèêè
Óñëîâèå κi íà íåâûðîæäåííóþ êîíèêó C :
κi âûïîëíåíî, åñëè êîíèêà C êàñàåòñÿ êîíèêè Qi

Ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿ

κ1 ∼ κ2 äëÿ ëþáûõ äâóõ íåâûðîæäåííûõ êîíèê Q1 è Q2

Îáîçíà÷åíèÿ
Áóäåì îáîçíà÷àòü óñëîâèÿ κ1,. . . ,κ5 îäíîé è òîé æå áóêâîé
κ.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ñàìûå ïðîñòûå óñëîâèÿ íà êîíèêè

Óñëîâèå µ ⇔ êîíèêà C ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ òî÷êó
Óñëîâèå ν ⇔ êîíèêà C êàñàåòñÿ äàííîé ïðÿìîé

Êëþ÷åâîé ôàêò

Óñëîâèå κ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç µ è ν, òî åñòü íàéäóòñÿ
m è n, òàêèå ÷òî κ = mµ+ nν.

Ñëåäñòâèå

κ5 = (mµ+ nν)5 =
m5µ5+5m4nµ4ν+10m3n2µ3ν2+10m2n3µ2ν3+5mn4µν4+n5ν5



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ñàìûå ïðîñòûå óñëîâèÿ íà êîíèêè

Óñëîâèå µ ⇔ êîíèêà C ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ òî÷êó
Óñëîâèå ν ⇔ êîíèêà C êàñàåòñÿ äàííîé ïðÿìîé

Êëþ÷åâîé ôàêò

Óñëîâèå κ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç µ è ν, òî åñòü íàéäóòñÿ
m è n, òàêèå ÷òî κ = mµ+ nν.

Ñëåäñòâèå

κ5 = (mµ+ nν)5 =
m5µ5+5m4nµ4ν+10m3n2µ3ν2+10m2n3µ2ν3+5mn4µν4+n5ν5



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ñàìûå ïðîñòûå óñëîâèÿ íà êîíèêè

Óñëîâèå µ ⇔ êîíèêà C ïðîõîäèò ÷åðåç äàííóþ òî÷êó
Óñëîâèå ν ⇔ êîíèêà C êàñàåòñÿ äàííîé ïðÿìîé

Êëþ÷åâîé ôàêò

Óñëîâèå κ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç µ è ν, òî åñòü íàéäóòñÿ
m è n, òàêèå ÷òî κ = mµ+ nν.

Ñëåäñòâèå

κ5 = (mµ+ nν)5 =
m5µ5+5m4nµ4ν+10m3n2µ3ν2+10m2n3µ2ν3+5mn4µν4+n5ν5



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ïðîèçâåäåíèÿ ñàìûõ ïðîñòûõ óñëîâèé

µkν5−k = óñëîâèå, ÷òî êîíèêà ïðîõîäèò ÷åðåç k äàííûõ
òî÷åê è êàñàåòñÿ (5− k) äàííûõ ïðÿìûõ (k = 0,. . . ,5)

Óïðàæíåíèå

µ5 = ν5 = 1, µ4ν = µν4 = 2, µ3ν2 = µ2ν3 = 4

Ñëåäñòâèå

κ5 = m5 + 10m4n + 40m3n2 + 40m2n3 + 10mn4 + n5



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ïðîèçâåäåíèÿ ñàìûõ ïðîñòûõ óñëîâèé

µkν5−k = óñëîâèå, ÷òî êîíèêà ïðîõîäèò ÷åðåç k äàííûõ
òî÷åê è êàñàåòñÿ (5− k) äàííûõ ïðÿìûõ (k = 0,. . . ,5)

Óïðàæíåíèå

µ5 = ν5 = 1, µ4ν = µν4 = 2, µ3ν2 = µ2ν3 = 4

Ñëåäñòâèå

κ5 = m5 + 10m4n + 40m3n2 + 40m2n3 + 10mn4 + n5



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ïðîèçâåäåíèÿ ñàìûõ ïðîñòûõ óñëîâèé

µkν5−k = óñëîâèå, ÷òî êîíèêà ïðîõîäèò ÷åðåç k äàííûõ
òî÷åê è êàñàåòñÿ (5− k) äàííûõ ïðÿìûõ (k = 0,. . . ,5)

Óïðàæíåíèå

µ5 = ν5 = 1, µ4ν = µν4 = 2, µ3ν2 = µ2ν3 = 4

Ñëåäñòâèå

κ5 = m5 + 10m4n + 40m3n2 + 40m2n3 + 10mn4 + n5



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Îñòàëîñü íàéòè m è n.

Òðþê Øóáåðòà

Âìåñòî óñëîâèÿ êàñàíèÿ κQ ñ íåâûðîæäåííîé êîíèêîé Q,
íàéä�åì óñëîâèå êàñàíèÿ ñ âûðîæäåííîé êîíèêîé Q0.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Ïðèìåð:

Q = {xy = 1}

Q0 = {xy = 0}

Ðèñóíîê èç Âèêèïåäèè http://en.wikipedia.org/wiki/Hyperbola



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Âû÷èñëåíèå

κQ0 = µ+ 2ν

κQ = mµ+ nν

Ïðè ýòîì âûðîæäåííàÿ êîíèêà Q0 î÷åíü õîðîøî
ïðèáëèæàåò íåâûðîæäåííóþ êîíèêó Q âäàëè îò íà÷àëà
êîîðäèíàò. Ïîýòîìó n = 2.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Óïðàæíåíèå

m = n

Óêàçàíèå
Óñëîâèå ν íà êîíèêó Q ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ µ íà
äâîéñòâåííóþ êîíèêó Q∗. (Äâîéñòâåííîé êîíèêîé Q∗ ê
äàííîé êîíèêå Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ
ïðÿìûõ ê Q, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê òî÷êè íà äâîéñòâåííîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè).

Ñëåäñòâèå

κ5 = m5 + 10m4n + 40m3n2 + 40m2n3 + 10mn4 + n5 =
= 25(1 + 10 + 40 + 40 + 10 + 1) = 25 · 102 = 3264.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Óïðàæíåíèå

m = n

Óêàçàíèå
Óñëîâèå ν íà êîíèêó Q ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ µ íà
äâîéñòâåííóþ êîíèêó Q∗. (Äâîéñòâåííîé êîíèêîé Q∗ ê
äàííîé êîíèêå Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ
ïðÿìûõ ê Q, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê òî÷êè íà äâîéñòâåííîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè).

Ñëåäñòâèå

κ5 = m5 + 10m4n + 40m3n2 + 40m2n3 + 10mn4 + n5 =
= 25(1 + 10 + 40 + 40 + 10 + 1) = 25 · 102 = 3264.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Óïðàæíåíèå

m = n

Óêàçàíèå
Óñëîâèå ν íà êîíèêó Q ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ µ íà
äâîéñòâåííóþ êîíèêó Q∗. (Äâîéñòâåííîé êîíèêîé Q∗ ê
äàííîé êîíèêå Q íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ
ïðÿìûõ ê Q, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê òî÷êè íà äâîéñòâåííîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè).

Ñëåäñòâèå

κ5 = m5 + 10m4n + 40m3n2 + 40m2n3 + 10mn4 + n5 =
= 25(1 + 10 + 40 + 40 + 10 + 1) = 25 · 102 = 3264.



Çàäà÷à î 5-òè êîíèêàõ: âåùåñòâåííûé ñëó÷àé

Ronga, Tognoli, Vust (1997)

Cóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ èç ïÿòè ãèïåðáîë, äëÿ êîòîðîé
âñå 3264 êîíèêè îêàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííûìè.

Welschinger (2005)

Äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè èç ïÿòè ýëëèïñîâ ñ
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè, íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå 32 âåùåñòâåííûõ êîíèêè, êàñàþùèåñÿ âñåõ ïÿòè
ýëëèïñîâ.



Çàäà÷à î 5-òè êîíèêàõ: âåùåñòâåííûé ñëó÷àé

Ronga, Tognoli, Vust (1997)

Cóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ èç ïÿòè ãèïåðáîë, äëÿ êîòîðîé
âñå 3264 êîíèêè îêàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííûìè.

Welschinger (2005)

Äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè èç ïÿòè ýëëèïñîâ ñ
íåïåðåñåêàþùèìèñÿ âíóòðåííîñòÿìè, íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé
ìåðå 32 âåùåñòâåííûõ êîíèêè, êàñàþùèåñÿ âñåõ ïÿòè
ýëëèïñîâ.



Çàäà÷à î 5-òè êîíèêàõ: âåùåñòâåííûé ñëó÷àé

102 êîíèêè
Ðèñóíîê Frank Sottile

http://www.math.tamu.edu/ sottile/research/stories/3264/



Çàäà÷à î 5-òè êîíèêàõ: âåùåñòâåííûé ñëó÷àé

204 êîíèêè
Ðèñóíîê Frank Sottile

http://www.math.tamu.edu/ sottile/research/stories/3264/



Çàäà÷à î 5-òè êîíèêàõ: õàðàêòåðèñòèêà 2

Vainsencher (1978)

Íàä àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòûì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2
ìàêñèìàëüíîå êîíå÷íîå ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ êîíèê,
êàñàþùèõñÿ ïÿòè äàííûõ, ðàâíî 51.



×àñòü 2: àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ

Îáîñíîâàíèå ðåøåíèé èç ÷àñòè 1 ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè.

Çàäà÷à Øóáåðòà î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ

Çàäà÷à Øòåéíåðà î ïÿòè êîíèêàõ



×àñòü 2: àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ

Îáîñíîâàíèå ðåøåíèé èç ÷àñòè 1 ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè.

Çàäà÷à Øóáåðòà î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ

Çàäà÷à Øòåéíåðà î ïÿòè êîíèêàõ



×àñòü 2: àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêàÿ

Îáîñíîâàíèå ðåøåíèé èç ÷àñòè 1 ñ ïîìîùüþ àëãåáðàè÷åñêîé
ãåîìåòðèè.

Çàäà÷à Øóáåðòà î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ

Çàäà÷à Øòåéíåðà î ïÿòè êîíèêàõ



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Íàáëþäåíèå

Ïðÿìàÿ â CP3 = ïëîñêîñòü â C4

Îïðåäåëåíèå

Ãðàññìàíèàí G (2, 4): = ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé â C4

Ôàêò
Ãðàññìàíèàí G (2, 4) � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå,
èçîìîðôíîå íåâûðîæäåííîé êâàäðèêå â P5 (êâàäðèêà
Ïëþêêåðà)

Óïðàæíåíèå

Îáðàç âëîæåíèÿ Ïëþêêåðà

p : G (2, 4)→ P(Λ2(C4)); p : V 7→ P(Λ2V )

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðèêîé.



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Íàáëþäåíèå

Ïðÿìàÿ â CP3 = ïëîñêîñòü â C4

Îïðåäåëåíèå

Ãðàññìàíèàí G (2, 4): = ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé â C4

Ôàêò
Ãðàññìàíèàí G (2, 4) � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå,
èçîìîðôíîå íåâûðîæäåííîé êâàäðèêå â P5 (êâàäðèêà
Ïëþêêåðà)

Óïðàæíåíèå

Îáðàç âëîæåíèÿ Ïëþêêåðà

p : G (2, 4)→ P(Λ2(C4)); p : V 7→ P(Λ2V )

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðèêîé.



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Íàáëþäåíèå

Ïðÿìàÿ â CP3 = ïëîñêîñòü â C4

Îïðåäåëåíèå

Ãðàññìàíèàí G (2, 4): = ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé â C4

Ôàêò
Ãðàññìàíèàí G (2, 4) � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå,
èçîìîðôíîå íåâûðîæäåííîé êâàäðèêå â P5 (êâàäðèêà
Ïëþêêåðà)

Óïðàæíåíèå

Îáðàç âëîæåíèÿ Ïëþêêåðà

p : G (2, 4)→ P(Λ2(C4)); p : V 7→ P(Λ2V )

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðèêîé.



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Íàáëþäåíèå

Ïðÿìàÿ â CP3 = ïëîñêîñòü â C4

Îïðåäåëåíèå

Ãðàññìàíèàí G (2, 4): = ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé â C4

Ôàêò
Ãðàññìàíèàí G (2, 4) � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå,
èçîìîðôíîå íåâûðîæäåííîé êâàäðèêå â P5 (êâàäðèêà
Ïëþêêåðà)

Óïðàæíåíèå

Îáðàç âëîæåíèÿ Ïëþêêåðà

p : G (2, 4)→ P(Λ2(C4)); p : V 7→ P(Λ2V )

ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðèêîé.



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

Óñëîâèÿ σ1, σ2, σ3, σ4 íà ïðÿìóþ l = ãèïåðïîâåðõíîñòè â
G (2, 4)

Ñëîæåíèå óñëîâèé

σ1 + σ2 = ôîðìàëüíàÿ ñóììà ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Óìíîæåíèå óñëîâèé

σ1 · σ2 = ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Ïðèìåð

σ1 · σ2 · σ3 · σ4 � ïåðåñå÷åíèå ÷åòûð�åõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â
G (2, 4)



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

Óñëîâèÿ σ1, σ2, σ3, σ4 íà ïðÿìóþ l = ãèïåðïîâåðõíîñòè â
G (2, 4)

Ñëîæåíèå óñëîâèé

σ1 + σ2 = ôîðìàëüíàÿ ñóììà ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Óìíîæåíèå óñëîâèé

σ1 · σ2 = ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Ïðèìåð

σ1 · σ2 · σ3 · σ4 � ïåðåñå÷åíèå ÷åòûð�åõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â
G (2, 4)



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

Óñëîâèÿ σ1, σ2, σ3, σ4 íà ïðÿìóþ l = ãèïåðïîâåðõíîñòè â
G (2, 4)

Ñëîæåíèå óñëîâèé

σ1 + σ2 = ôîðìàëüíàÿ ñóììà ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Óìíîæåíèå óñëîâèé

σ1 · σ2 = ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Ïðèìåð

σ1 · σ2 · σ3 · σ4 � ïåðåñå÷åíèå ÷åòûð�åõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â
G (2, 4)



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Óñëîâèÿ â çàäà÷å î 4-õ ïðÿìûõ

Óñëîâèÿ σ1, σ2, σ3, σ4 íà ïðÿìóþ l = ãèïåðïîâåðõíîñòè â
G (2, 4)

Ñëîæåíèå óñëîâèé

σ1 + σ2 = ôîðìàëüíàÿ ñóììà ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Óìíîæåíèå óñëîâèé

σ1 · σ2 = ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé

Ïðèìåð

σ1 · σ2 · σ3 · σ4 � ïåðåñå÷åíèå ÷åòûð�åõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé â
G (2, 4)



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Óïðàæíåíèå

Ïðè âëîæåíèè Ïëþêêåðà, ãèïåðïîâåðõíîñòè σ1, . . . , σ4
ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè êâàäðèêè Ïëþêêåðà (òî
åñòü ïåðåñå÷åíèÿìè êâàäðèêè Ïëþêêåðà ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè â
P5).

Ñëåäñòâèå

Ïåðåñå÷åíèå σ1 · σ2 · σ3 · σ4 ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê (ñ ó÷�åòîì
êðàòíîñòåé).



Çàäà÷à î ÷åòûð�åõ ïðÿìûõ: ãðàññìàíèàí G (2, 4)

Óïðàæíåíèå

Ïðè âëîæåíèè Ïëþêêåðà, ãèïåðïîâåðõíîñòè σ1, . . . , σ4
ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêèìè ñå÷åíèÿìè êâàäðèêè Ïëþêêåðà (òî
åñòü ïåðåñå÷åíèÿìè êâàäðèêè Ïëþêêåðà ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè â
P5).

Ñëåäñòâèå

Ïåðåñå÷åíèå σ1 · σ2 · σ3 · σ4 ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê (ñ ó÷�åòîì
êðàòíîñòåé).



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: íàèâíàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ P5

Íàáëþäåíèå

Êîíèêè = òî÷êè ïÿòèìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P5

êîíèêà {ax2 + bxy + cy2 + dxz + eyz + fz2 = 0} = òî÷êà
(a : b : c : d : e : f ) ∈ P5.

Óñëîâèÿ íà êîíèêè
Óñëîâèå µ = ãèïåðïëîñêîñòü â P5

Óñëîâèå ν = êâàäðèêà â P5

Óñëîâèå κ = ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6 â P5



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: íàèâíàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ P5

Íàáëþäåíèå

Êîíèêè = òî÷êè ïÿòèìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà P5

êîíèêà {ax2 + bxy + cy2 + dxz + eyz + fz2 = 0} = òî÷êà
(a : b : c : d : e : f ) ∈ P5.

Óñëîâèÿ íà êîíèêè
Óñëîâèå µ = ãèïåðïëîñêîñòü â P5

Óñëîâèå ν = êâàäðèêà â P5

Óñëîâèå κ = ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè 6 â P5



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: íàèâíàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ P5

Ñëåäñòâèå

µ5 = 1, µ4ν = 2, µ3ν2 = 4, κµ4 = 6, κ2µ3 = 62

Ñòðîãîå âû÷èñëåíèå m è n

Åñëè κ = mµ+ nν, òî îáÿçàòåëüíî m = n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîäñòàâëÿÿ κ = mµ+ nν â òîæäåñòâî κµ4 = 6, ïîëó÷àåì
m + 2n = 6. Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü, ÷òî m = n.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: íàèâíàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ P5

Ñëåäñòâèå

µ5 = 1, µ4ν = 2, µ3ν2 = 4, κµ4 = 6, κ2µ3 = 62

Ñòðîãîå âû÷èñëåíèå m è n

Åñëè κ = mµ+ nν, òî îáÿçàòåëüíî m = n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîäñòàâëÿÿ κ = mµ+ nν â òîæäåñòâî κµ4 = 6, ïîëó÷àåì
m + 2n = 6. Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü, ÷òî m = n.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: íàèâíàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ P5

Ñëåäñòâèå

µ5 = 1, µ4ν = 2, µ3ν2 = 4, κµ4 = 6, κ2µ3 = 62

Ñòðîãîå âû÷èñëåíèå m è n

Åñëè κ = mµ+ nν, òî îáÿçàòåëüíî m = n = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîäñòàâëÿÿ κ = mµ+ nν â òîæäåñòâî κµ4 = 6, ïîëó÷àåì
m + 2n = 6. Îñòàëîñü èñïîëüçîâàòü, ÷òî m = n.



Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: íàèâíàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ P5

Ñëîæíîñòü
Ãèïåðïîâåðõíîñòè ν è κ ñîäåðæàò ìíîæåñòâî âñåõ äâîéíûõ

ïðÿìûõ, òî åñòü âûðîæäåííûõ êîíèê, çàäàííûõ óðàâíåíèåì
âèäà (px + qy + rz)2 = 0.

Ñëåäñòâèå

Ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé κ1,. . . ,κ5 â P5 ñîäåðæèò
áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê (õîòÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ýòèõ
òî÷åê ñîîòâåòñòâóåò íåâûðîæäåííûì êîíèêàì).
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Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: íàèâíàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ P5

Óïðàæíåíèå

Ïðîâåðüòå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé µ1, µ2, ν1, ν2,
ν3 âñåãäà ñîäåðæèò âûðîæäåííûå êîíèêè. Íàéäèòå ÷èñëî ýòèõ
êîíèê â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

Óïðàæíåíèå

Ìíîæåñòâî âñåõ äâîéíûõ ïðÿìûõ ñîâïàäàåò (ñ òî÷íîñòüþ äî
ëèíåéíîé çàìåíû êîîðäèíàò) ñ ïîâåðõíîñòüþ Âåðîíåçå V , òî
åñòü îáðàçîì ïëîñêîñòè P2 ïðè âëîæåíèè Âåðîíåçå:

c2 : P2 → P(S2(C3)); c2 : L 7→ S2(L).
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Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: ÷óäåñíàÿ

êîìïàêòèôèêàöèÿ P̂5
V

Íàó÷íîå îïðåäåëåíèå

Ïðîñòðàíñòâî ïîëíûõ êîíèê P̂5
V èëè ÷óäåñíàÿ

êîìïàêòèôèêàöèÿ ïðîñòðàíñòâà íåâûðîæäåííûõ êîíèê � ýòî
ðàçäóòèå ïðîñòðàíñòâà P5 âäîëü ïîâåðõíîñòè Âåðîíåçå V
(ïîâåðõíîñòè äâîéíûõ ïðÿìûõ).

Ýëåìåíòàðíîå îïðåäåëåíèå

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî C ⊂ P5 × (P5)∗, ñîñòîÿùåå èç ïàð
(Q,Q∗), ãäå Q � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà, à Q∗ � äâîéñòâåííàÿ
ê íåé êîíèêà. Îïðåäåëèì P̂5

V êàê çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà C â
P5 × (P5)∗.
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êîìïàêòèôèêàöèÿ P̂5
V

Ïàðû êîíèê (Q1,Q2) â P̂5
V

• Q1 � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà ⇒ Q2 = Q∗1
• Q1 = l1 ∪ l2 � ïàðà (ðàçëè÷íûõ) ïðÿìûõ ⇒ Q2 � äâîéíàÿ
ïðÿìàÿ l1 ∩ l2 ñ äâóìÿ îòìå÷åííûìè (ðàçëè÷íûìè)
òî÷êàìè l1 è l2

• Q1 = l2 � äâîéíàÿ ïðÿìàÿ ñ äâóìÿ îòìå÷åííûìè
(ðàçëè÷íûìè) òî÷êàìè a1 è a2 ⇒ Q2 = a1 ∪ a2 � ïàðà
(ðàçëè÷íûõ) ïðÿìûõ

• Q1 = l2 � äâîéíàÿ ïðÿìàÿ ñ îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êîé a ⇒
Q2 = a2 � äâîéíàÿ ïðÿìàÿ ñ îäíîé îòìå÷åííîé òî÷êîé l
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Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ: ÷óäåñíàÿ

êîìïàêòèôèêàöèÿ P̂5
V

Ïðîåêöèÿ íà P5

Ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü çàäà�åò îòîáðàæåíèå

p1 : P̂5
V → P5, p1 : (Q1,Q2) 7→ P5.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïðîåêöèÿ P̂5
V → (P5)∗.

Óïðàæíåíèå

Ïðîîáðàç ïîâåðõíîñòè Âåðîíåçå V ïðè ïðîåêöèè p1 ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòüþ â P̂5

V .
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êîìïàêòèôèêàöèÿ P̂5
V

Ñ ïîìîùüþ ïðîñòðàíñòâà ïîëíûõ êîíèê ìîæíî ñòðîãî
îáîñíîâàòü ðàññóæäåíèÿ Øàëÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
ïðîâåðèòü ñëåäóþùåå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hσ çàìûêàíèå â P̂5

V

ìíîæåñòâà ïàð (Q,Q∗), ãäå Q � íåâûðîæäåííàÿ êîíèêà,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ σ.

Íåò ëèøíèõ ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè

Ïåðåñå÷åíèå ãèïåðïîâåðõíîñòåé Hκ1 , . . . , Hκ5 â P̂5
V (â ñëó÷àå

îáùåãî ïîëîæåíèÿ) íå ñîäåðæèò âûðîæäåííûõ ïîëíûõ êîíèê.

Hκ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç Hµ è Hν

Ãðóïïà âòîðûõ êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ïîëíûõ êîíèê
ïîðîæäàåòñÿ êëàññàìè ãèïåðïîâåðõíîñòåé Hµ è Hν .
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Çàäà÷à Øòåéíåðà î 5-òè êîíèêàõ

Çàêëþ÷èòåëüíîå çàìå÷àíèå
Äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé â çàäà÷å Øòåéíåðà äîñòàòî÷íî
íàèâíîé êîìïàêòèôèêàöèè. ×óäåñíàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ íóæíà
òîëüêî äëÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ñäåëàííîãî â ïðîöåññå
âû÷èñëåíèé äîïóùåíèÿ, ÷òî κ = mµ+ nν.
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