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1. Çàäà÷à

Â 1893 ãîäó Ñèëüâåñòð ïîñòàâèë òàêóþ çàäà÷ó [S]: âåðíî ëè, ÷òî
ñðåäè ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íå ëåæà-
ùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, íàéäåòñÿ ïàðà òî÷åê, òàêàÿ, ÷òî ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç íèõ ïðÿìàÿ íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê äàííîãî ìíî-
æåñòâà? (Òàêàÿ ïðÿìàÿ, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé
Ñèëüâåñòðà). Íåñìîòðÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ôîðìóëèðîâêó, çàäà÷à
îñòàâàëàñü îòêðûòîé 40 ëåò. Âîçìîæíî, ýòîé çàäà÷åé ïðîñòî íèêòî
íå çàíèìàëñÿ. Â 1933 ãîäó èçâåñòíûé âåíãåðñêèé ìàòåìàòèê Ýðä¼ø
ïåðåîòêðûë çàäà÷ó Ñèëüâåñòðà, è ïîñëå íåñêîëüêèõ íåóäà÷íûõ ïî-
ïûòîê å¼ ðåøèòü, ñîîáùèë å¼ ñâîåìó êîëëåãå Òèáîðó Ãðþíâàëüäó
(ïîçæå Ãðþíâàëüä ñìåíèë ñâîþ ôàìèëèþ íà Ãàëëàè; îí áîëåå èç-
âåñòåí ïîä ýòîé âòîðîé ôàìèëèåé). Ãàëëàè âñêîðå ðåøèë çàäà÷ó.
Îäíàêî øèðîêóþ èçâåñòíîñòü çàäà÷à ïîëó÷èëà åù¼ ÷åðåç 10 ëåò, â
1943 ãîäó, êîãäà Ýðä¼ø îïóáëèêîâàë å¼ â ïîïóëÿðíîì àìåðèêàíñêîì
ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå American Mathematical Monthly [E]. Îä-
íîâðåìåííî ñ çàäà÷åé, â ðåäàêöèþ áûëî ïðåäñòàâëåíî è ðåøåíèå,
ïîëó÷åííîå Ãàëëàè. Âñêîðå â ðåäàêöèþ ïîñòóïèëî åù¼ íåñêîëüêî
ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ Áàêîì, Êåëëè, Øòåéíáåðãîì è Ñòèíðîäîì.
Îòâåò íà âîïðîñ Ñèëüâåñòðà ïîëîæèòåëüíûé:

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íåêîëëèíåàðíîãî (ò.å. íå ëåæà-
ùåãî íà îäíîé ïðÿìîé) íàáîðà òî÷åê íà ïëîñêîñòè, ñóùåñòâóåò
ïðÿìàÿ Ñèëüâåñòðà.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèåòåîðåìîé Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå îïóáëèêîâàííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû
(1941) ïðèíàäëåæèò Ìåëüõèîðó [Me]. Èçâåñòíî ìíîæåñòâî äîêàçà-
òåëüñòâ òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè, èñïîëüçóþùèõ èäåè èç ñàìûõ
ðàçíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè. Ìû îáñóäèì íåêîòîðûå èç ýòèõ èäåé.
Âî-ïåðâûõ, ìû ðóêîâîäñòâóåìñÿ ïðèíöèïîì: ïîëåçíåé çíàòü ðàç-
ëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà îäíîé è òîé æå òåîðåìû, ÷åì îäèíàêîâûå
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äîêàçàòåëüñòâà ðàçíûõ òåîðåì. Âî-âòîðûõ, ðàçëè÷íûå èäåè äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷íûìè ìàòå-
ìàòè÷åñêèìè òåîðèÿìè, è ìû õîòèì äàòü ÷èòàòåëþ ïðåäñòàâëåíèå
îá ýòèõ òåîðèÿõ.

2. Íåìíîãî èñòîðèè: Ñèëüâåñòð, Ýðä¼ø è Ãàëëàè

Ïðåæäå, ÷åì ãîâîðèòü î ðåøåíèÿõ çàäà÷è Ñèëüâåñòðà, ñêàæåì
íåñêîëüêî ñëîâ î ñàìîì Ñèëüâåñòðå (1814�1897). Ýòî ìàòåìàòèê,
ïîëó÷èâøèé ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû â òåîðèè èíâàðèàíòîâ,
ïîëèëèíåéíîé àëãåáðå, òåîðèè ÷èñåë è êîìáèíàòîðèêå. Êñòàòè, Ñèëü-
âåñòðó ïðèíàäëåæèò òåðìèí ¾äåòåðìèíàíò¿. Êýëè è Ñèëüâåñòð -
âîò äâà ñàìûõ çíàìåíèòûõ ìàòåìàòèêà Âèêòîðèàíñêîé Àíãëèè.
Äæåéìñ Äæîçåô Ñèëüâåñòð ðîäèëñÿ â ñåìüå êóïöà Àáðàõàìà

Äæîçåôà. Äæåéìñ âçÿë ôàìèëèþ Ñèëüâåñòð, ñëåäóÿ ïðèìåðó ñâî-
åãî ñòàðøåãî áðàòà, ýìèãðèðîâàâøåãî â ÑØÀ. Ñèëüâåñòð ñìåíèë
íåñêîëüêî øêîë è êîëëåäæåé. Òàì îí ñòðàäàë îò ìíîãî÷èñëåííûõ
êîíôëèêòîâ, â áîëüøîé ñòåïåíè ñâÿçàííûõ ñ åãî åâðåéñêèì ïðîèñ-
õîæäåíèåì.
Ïî ðåçóëüòàòàì âûïóñêíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ýêçàìåíà â Êåì-

áðèäæå, Ñèëüâåñòð çàíÿë âòîðîå ìåñòî (ýòî î÷åíü ñåðúåçíûé òðà-
äèöèîííûé ýêçàìåí, the tripos, â õîäå êîòîðîãî ñòóäåíòû ïèñàëè äå-
ñÿòêè ýêçàìåíàöèîííûõ ðàáîò, âêëþ÷àâøèõ ñîòíè çàäà÷; ïðè ýòîì
ñàìûé ëó÷øèé ðåçóëüòàò ìîã áûòü ïîðÿäêà 50 ïðîöåíòîâ). Ýêçà-
ìåí, â ïðèíöèïå, äàâàë ïðàâî íà ïîëó÷åíèå îäíîâðåìåííî ñòåïå-
íåé áàêàëàâðà è ìàãèñòðà. Íî Ñèëüâåñòð íå ïîëó÷èë ýòè ñòåïå-
íè, òàê êàê îòêàçàëñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìàëüíîé ïðîöåäóðû,
âêëþ÷àâøåé ïðèçíàíèå êàíîíîâ àíãëèêàíñêîé öåðêâè. (Îòìåòèì â
ñêîáêàõ, ÷òî ïîäîáíûå òðóäíîñòè, è òîæå â Êåìáðèäæå, áûëè ó È.
Íüþòîíà: õîòÿ è õðèñòèàíèí, îí ïðèäåðæèâàëñÿ íåîðòîäîêñàëüíûõ
âçãëÿäîâ è íå âåðèë â äîãìàò òðîèöû). Íàó÷íûå ñòåïåíè Ñèëüâåñòð
ïîëó÷èë òîëüêî ÷åðåç 4 ãîäà, óæå áóäó÷è ïðîôåññîðîì ôèçèêè â
ëîíäîíñêîì University College.
Ñðàçó ïîñëå ýòîãî Ñèëüâåñòð ïåðååõàë â ÑØÀ, ÷òîáû ïðåïîäà-

âàòü ìàòåìàòèêó â óíèâåðñèòåòå Âèðäæèíèè. Òàì îí íå ïðîðàáîòàë
è ïÿòè ìåñÿöåâ. Ïðè÷èíà óõîäà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî åãî êîëëåãè íå
ïîääåðæàëè åãî â ñòðåìëåíèè âûãíàòü îäíîãî ñòóäåíòà.
Ïîñëå áåçóñïåøíîãî ïîèñêà ðàáîòû â ÑØÀ, Ñèëüâåñòð âåðíóëñÿ

â Àíãëèþ, è ñòàë ðàáîòàòü àêòóàðèåì. Òîëüêî â 1855 ãîäó (ò.å. â
âîçðàñòå 40 ëåò) åìó óäàëîñü ïîëó÷èòü ïîñòîÿííóþ àêàäåìè÷åñêóþ
ïîçèöèþ â êîðîëåâñêîé âîåííîé àêàäåìèè â Âóëâè÷å. Òàì, îäíàêî,
ïðèõîäèëîñü ìíîãî âðåìåíè òðàòèòü íà ïðåïîäàâàíèå. Óæå ÷åðåç 15
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ëåò (â âîçðàñòå 55 ëåò) Ñèëüâåñòð äîëæåí áûë âûéòè íà ïåíñèþ.
Èíòåðåñíûì îáðàçîì, ðàññâåò ìàòåìàòè÷åñêîé êàðüåðû Ñèëüâåñòðà
ïðèøåëñÿ íà ïîñëå-ïåíñèîííûé âîçðàñò.
Â 1877�1883 ãîäàõ Ñèëüâåñòð âîçãëàâëÿë îòäåëåíèå ìàòåìàòèêè

â àìåðèêàíñêîì Johns Hopkins University, îñíîâàë ¾Àìåðèêàíñêèé
Ìàòåìàòè÷åñêèé Æóðíàë¿ (American Journal of Mathematics). C
1883 ãîäà äî êîíöà æèçíè Ñèëüâåñòð ðóêîâîäèë êàôåäðîé ãåîìåò-
ðèè â Îêñôîðäå. Çàäà÷à Ñèëüâåñòðà ïðèõîäèòñÿ íà ýòîò, ïîñëåä-
íèé, ïåðèîä åãî æèçíè. Íåäàâíî ïîÿâèëàñü ïîäðîáíàÿ áèîãðàôèÿ
Ñèëüâåñòðà [P].

Ðèñ. 1. Ñèëüâåñòð, Ýðä¼ø è Ãàëëàè

Èìÿ Ïàëà Ýðä¼øà (1913�1996), îäíîãî èç ñàìûõ èçâåñòíûõ è âëè-
ÿòåëüíûõ ìàòåìàòèêîâ 20 âåêà, êîíå÷íî, çíàêîìî ÷èòàòåëÿì; åìó
çàäà÷à Ñèëüâåñòðà îáÿçàíà ñâîåé (çàïîçäàâøåé) ïîïóëÿðíîñòüþ.
Çà ñâîþ æèçíü, Ýðä¼ø îïóáëèêîâàë 1475 ìàòåìàòè÷åñêèõ ñòàòåé
(ýòî àáñîëþòíûé ðåêîðä ñðåäè ìàòåìàòèêîâ âñåõ âðåìåí è íàðî-
äîâ). Áîëüøèíñòâî ñòàòåé áûëî íàïèñàíî ñ ñîàâòîðàìè, êîòîðûõ
íàñ÷èòûâàåòñÿ 511. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëî ââåäåíî "÷èñëî Ýðä¼øà".
×èñëî Ýðä¼øà ìàòåìàòèêà � ýòî ñêîëüêî ñîàâòîðîâ îòäåëÿþò åãî
îò Ýðä¼øà. ×èñëî Ýðä¼øà ñàìîãî Ýðä¼øà ðàâíî íóëþ, ó åãî ñîàâ-
òîðîâ ýòî ÷èñëî ðàâíî åäèíèöå, ó ñîàâòîðîâ ñîàâòîðîâ äâîéêå, è ò.ä.
Áîëüøèíñòâî àêòèâíî ðàáîòàþùèõ ìàòåìàòèêîâ èìååò ìàëûå ÷èñ-
ëà Ýðä¼øà (íå áîëüøå 8). Íàïðèìåð, ÷èñëà Ýðä¼øà àâòîðîâ ýòîé
ñòàòüè ðàâíû 3 è 5.

Òèáîð Ãàëëàè (1912-1992) áûë áëèçêèì äðóãîé Ýðä¼øà. Åù¼ çà-
äîëãî äî òîãî, êàê îíè âïåðâûå óâèäåëè äðóã äðóãà, îíè áûëè çíà-
êîìû çàî÷íî, êàê ñàìûå àêòèâíûå ó÷àñòíèêè êîíêóðñà ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ çàäà÷, ïðîâîäèìîãî Âåíãåðñêèì Ìàòåìàòè÷åñêèì Æóðíàëîì
äëÿ Ñòàðøåé Øêîëû. Ýòîò æóðíàë áûë áëèçîê ïî ñîäåðæàíèþ ê
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æóðíàëó ¾Êâàíò¿. Ãàëëàè (â òî âðåìÿ Ãðþíâàëüä) ñòàë ïîáåäèòå-
ëåì ïðåñòèæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû Ýòâ¼øà, è, êàê òàêî-
âîé, áûë ïðèíÿò â óíèâåðñèòåò âíå êîíêóðñà. Ñàìàÿ ñòàðàÿ â ìèðå,
îëèìïèàäà Ýòâ¼øà ïðîâîäèòñÿ ñ 1894 ãîäà, è íà÷àëàñü ñ èíèöè-
àòèâû ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ, êîòîðîå âîçãëàâëÿë â òî âðåìÿ
èçâåñòíûé ôèçèê áàðîí Ýòâ¼ø. Ìíîãèå ïîáåäèòåëè ýòîé îëèìïèà-
äû ñòàëè â ïîñëåäñòâèè çíàìåíèòûìè ìàòåìàòèêàìè è ôèçèêàìè.

3. Êåëëè è Øòåéíáåðã

Òåïåðü, ïîñëå äîëãîãî èñòîðè÷åñêîãî ââåäåíèÿ, ïðèñòóïèì ê ìà-
òåìàòèêå. Ïîæàëóé, ñàìîå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�
Ãàëëàè ïðèíàäëåæèò Êåëëè (îíî áûëî îïóáëèêîâàíî Êîêñòåðîì
[C48]).
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ

íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïðÿìîé
Ñèëüâåñòðà íå ñóùåñòâóåò. Òîãäà íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷-
êè êîëëèíåàðíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ðàññìîòðèì òðè
íåêîëëèíåàðíûå òî÷êè A, B è C èç ìíîæåñòâà M , òàêèå, ÷òî ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè A äî ïðÿìîé BC ìèíèìàëüíî (òî åñòü ñðåäè âñåõ
ïàð ¾òî÷êà ìíîæåñòâà M¿ è ¾ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ äâå ðàçëè÷-
íûå òî÷êè ìíîæåñòâà M¿ âûáåðåì òàêóþ, â êîòîðîé ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè äî ïðÿìîé ïîëîæèòåëüíî è ìèíèìàëüíî). Çàìåòèì, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ BC ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå òðè òî÷êè ìíîæåñòâà M , èíà÷å
îíà áóäåò ïðÿìîé Ñèëüâåñòðà. Òîãäà äâå èç ýòèõ òî÷åê, ñêàæåì, B
è C, ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà èç òî÷-
êè A íà ïðÿìóþ BC. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷àåòñÿ èç òàêîãî ôàêòà:
ðàññòîÿíèå îò îäíîé èç ýòèõ òî÷åê äî ïðÿìîé ñîåäèíÿþùåé A ñ
äðóãîé òî÷êîé áóäåò ìåíüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå îò A äî ïðÿìîé BC,
ñì. ðèñóíîê 2.
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Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî âûñîòà òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíè-
êà, îïóùåííàÿ èç òóïîãî óãëà, ìåíüøå âûñîòû, îïóùåííîé èç îñòðî-
ãî óãëà. Äîêàæèòå òàêæå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå Êåëëè î÷åíü ïðîñòî, íî îáëàäàåò òàêèì íåäîñòàòêîì
(ñêîðåå ýñòåòè÷åñêèì è ìåòîäîëîãè÷åñêèì, ÷åì ñîáñòâåííî ìàòåìà-
òè÷åñêèì). Â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ïîíÿòèÿ
òî÷êè, ïðÿìîé è îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè. Åâêëèäîâî ðàññòîÿ-
íèå â íåé íèêàê íå ôèãóðèðóåò. Íà ñàìîì äåëå, åñòü ìíîãî ñïîñîáîâ
îïðåäåëèòü ¾ðàññòîÿíèå¿ íà ïëîñêîñòè. Ýòè ðàçíûå ¾ðàññòîÿíèÿ¿
îòëè÷íû îò ïðèâû÷íîãî åâêëèäîâîãî ðàññòîÿíèÿ, íî îáëàäàþò ïî-
õîæèìè (èëè äàæå èäåíòè÷íûìè) ñâîéñòâàìè. Òî, êàê îïðåäåëÿåòñÿ
ðàññòîÿíèå, íå âàæíî äëÿ îòíîøåíèÿ ïðèíàäëåæíîñòè ìåæäó òî÷-
êàìè è ïðÿìûìè. Ìíîãèå èç àëüòåðíàòèâíûõ ¾ðàññòîÿíèé¿ ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.
Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì òàêîé âîïðîñ: ìîæíî ëè îáîéòèñü â äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû òîëüêî ðàññìîòðåíèåì âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
òî÷åê è ïðÿìûõ, íî íå èñïîëüçîâàòü òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ðàññòîÿíèå,
óãîë, ïåðïåíäèêóëÿð è ò.ä. Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî äîêàçàòü òåîðå-
ìó, èñïîëüçóÿ òîëüêî îòíîøåíèå ïðèíàäëåæíîñòè ìåæäó òî÷êàìè
è ïðÿìûìè è îòíîøåíèå ïîðÿäêà ìåæäó òî÷êàìè íà ïðÿìîé: òàêîå
äîêàçàòåëüñòâî ïðèíàäëåæèò Øòåéíáåðãó.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê M . Âûáå-
ðåì òî÷êó X èç M è ïðÿìóþ L, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó X è íå
ñîäåðæàùóþ äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà M . Ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íè îäíà ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç X, íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé Ñèëü-
âåñòðà (èíà÷å òåîðåìà äîêàçàíà). Íàçîâåì ñîåäèíèòåëüíîé ïðÿìîé
ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ ïî ìåíüøåé ìåðå 2 òî÷êè ìíîæåñòâà M . ßñ-
íî, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñîåäèíèòåëüíûõ ïðÿìûõ.
Ñðåäè òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé L ñ ðàçëè÷íûìè ñîåäèíèòåëüíû-
ìè ïðÿìûìè, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà Y , ÷òî îòðåçîê XY íå ñîäåðæèò
äðóãèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñîåäèíèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó Y , ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé Ñèëüâåñòðà. Óêàçà-
íèå: Åñëè íåò, òî ñîåäèíèòåëüíàÿ ïðÿìàÿ LY , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
Y , ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå òðè òî÷êè ìíîæåñòâà M . Çíà÷èò, ñ
êàêîé-òî ñòîðîíû îò Y íà ïðÿìîé LY ëåæàò äâå òî÷êè ìíîæåñòâà
M . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z ¾äàëüíþþ¿ òî÷êó (â ñìûñëå ïîðÿäêà òî÷åê
íà ïðÿìîé � ðàññòîÿíèå íàì íå íóæíî). Îäíó èç òî÷åê ìíîæåñòâà
M , ëåæàùèõ íà ïðÿìîé XZ, ìîæíî ñîåäèíèòü ñ îäíîé èç òî÷åê
ìíîæåñòâà M , ëåæàùèõ íà ïðÿìîé LY òàê, ÷òî ïåðåñå÷åíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñîåäèíèòåëüíîé ïðÿìîé ñ ïðÿìîé L íàõîäèòñÿ ñòðîãî
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âíóòðè îòðåçêà XY (çäåñü íóæåí íåáîëüøîé ïåðåáîð ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê). Ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì òî÷êè
Y .

4. Ãàëëàè

Íàìå÷åííîå âûøå äîêàçàòåëüñòâî Øòåéíáåðãà ÿâëÿåòñÿ ìîäè-
ôèêàöèåé äîêàçàòåëüñòâà Ãàëëàè. Ñàìî äîêàçàòåëüñòâî Ãàëëàè èñ-
ïîëüçóåò ÷óòü áîëüøå, à èìåííî, ìåðó óãëîâ è ïîíÿòèå ïàðàëëåëü-
íîñòè.
Ñíîâà ðàññìîòðèì ïðÿìóþ L, ïðîõîäÿùóþ ðîâíî ÷åðåç îäíó òî÷-

êó X íàøåãî ìíîæåñòâà. Ïðåäñòàâèì ñåáå ïëîñêîñòü âëîæåííîé
â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (÷òîáû îòëè÷àòü å¼ îò äðóãèõ ïëîñêî-
ñòåé, íàçîâ¼ì å¼ íà÷àëüíîé), è çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ òî÷êó O, íå
ïðèíàäëåæàùóþ íà÷àëüíîé ïëîñêîñòè. ×åðåç òî÷êó O è ïðÿìóþ L
ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ ïëîñêîñòü. Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëüíóþ åé
ïëîñêîñòü P , è ñïðîåöèðóåì íà÷àëüíóþ ïëîñêîñòü íà ïëîñêîñòü P
èç òî÷êè O. Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ L íå èìååò îáðàçà íà ïëîñêî-
ñòè P , ïîñêîëüêó íèêàêîé ëó÷, íà÷èíàþùèéñÿ â O è ïðîõîäÿùèé
÷åðåç L, íå ïåðåñå÷¼ò P . Âûðàæàÿñü îáðàçíî, L ïåðåõîäèò â ¾áåñ-
êîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè P¿. ×¼òêîå óòâåðæäåíèå
(êîòîðîå íåòðóäíî ïðîâåðèòü) ñîñòîèò âîò â ÷¼ì: ïðÿìûå â íà÷àëü-
íîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó íà ïðÿìîé L,
ïðîåöèðóþòñÿ â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå.

Ðèñ. 3
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Íàïîìíèì, ÷òî ïðÿìàÿ L ïðîõîäèò ÷åðåç ðîâíî îäíó òî÷êó X
ìíîæåñòâà M . Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ïðÿ-
ìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç X è åù¼ îäíó òî÷êó ìíîæåñòâà M , îáÿ-
çàòåëüíî ñîäåðæàò êàêóþ-íèáóäü òðåòüþ òî÷êó ìíîæåñòâà M . Îá-
ðàçû ýòèõ ïðÿìûõ ïðè íàøåé ïðîåêöèè ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè
ïðÿìûìè, ñîäåðæàùèìè ïî ìåíüøåé ìåðå ïî äâå òî÷êè ìíîæåñòâà
M ′ (ïðîåêöèè ìíîæåñòâà M íà ïëîñêîñòü P ). Òåïåðü äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ.
Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M ′ íà ïëîñêîñòè è êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, òàêîå, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ ïðÿ-
ìûõ ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå äâå òî÷êè ìíîæåñòâà M ′, è âñå
òî÷êè ìíîæåñòâà M ′ ñîäåðæàòñÿ â îáúåäèíåíèè ýòèõ ïðÿìûõ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðÿìóþ, ñîåäèíÿþùóþ äâå òî÷êè ìíîæåñòâàM ′ è îáðàçó-
þùóþ íàèìåíüøèé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ýòà ïðÿìàÿ íå ìîæåò ñîäåðæàòü íèêàêîé òðåòüåé
òî÷êè ìíîæåñòâà M ′.

A

E

D

CB

Ðèñ. 4

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòà ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òðè òî÷êè A, B, C, òî
îäíà èç ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ A èëè C ñ òî÷êîé E èëè D ìíîæå-
ñòâàM ′ îáðàçóåò åùå ìåíüøèé óãîë ñ íàïðàâëåíèåì íàøèõ ïðÿìûõ:
ñì. ðèñóíîê 4.

5. Ñêîëüêî ïðÿìûõ?

Óêàæåì îäíî èíòåðåñíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòìå÷åíû n òî÷åê íà ïëîñêîñòè,
íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà íàéäåòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå n
ïðÿìûõ, ñîåäèíÿþùèõ ïàðû îòìå÷åííûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì âåñòè èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó òî÷åê.
Äëÿ òð¼õ íåêîëëèíåàðíûõ òî÷åê óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà èç n òî÷åê
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ïëîñêîñòè, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Ðàññìîòðèì òåïåðü íà-
áîð èç n + 1 âûäåëåííîé òî÷êè. Ïóñòü A � îäíà èç ýòèõ òî÷åê.
Åñëè îñòàâøèåñÿ n âûäåëåííûõ òî÷åê ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî,
ñîåäèíÿÿ êàæäóþ èç íèõ ñ òî÷êîé A, ïîëó÷èì åù¼ n ïðÿìûõ; óòâåð-
æäåíèå äîêàçàíî.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî îñòàâøèåñÿ n âûäåëåííûõ òî÷åê íå ëå-

æàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
îíè îïðåäåëÿþò ïî ìåíüøåé ìåðå n ïðÿìûõ (êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ñîåäèíÿåò äâå èç îñòàâøèõñÿ âûäåëåííûõ òî÷åê). Ìîæåò òàê ñëó-
÷èòüñÿ, ÷òî âñå ýòè ïðÿìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó A. Â ýòîì ñëó-
÷àå, íàçîâ¼ì òî÷êó A ïëîõîé. Åñëè âñå âûäåëåííûå òî÷êè ïëîõèå,
òî ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ äâå âûäåëåííûå òî÷êè, îáÿçàòåëüíî ñîäåð-
æèò è òðåòüþ. Ïðîòèâîðå÷èå ñ òåîðåìîé Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.

Çàìå÷àíèå. Åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñêîëüêî ïðÿìûõ Ñèëüâåñòðà
îïðåäåëÿåò äàííîå íåêîëëèíåàðíîå ìíîæåñòâî èç n òî÷åê? Èçâåñò-
íî [KM], ÷òî ïðÿìûõ Ñèëüâåñòðà äîëæíî áûòü íå ìåíüøå, ÷åì 3n/7.
Ãàíñåí äîêàçàë â ñâîåé äèññåðòàöèè (1981), ÷òî ïðÿìûõ Ñèëüâåñòðà
âñåãäà íå ìåíüøå, ÷åì n/2. Ê ñîæàëåíèþ, äîêàçàòåëüñòâî Ãàíñåíà
î÷åíü ñëîæíî, è åãî íèêîìó íå óäàëîñü ïðîâåðèòü. Óíãàð äîêàçàë
[U], ÷òî n òî÷åê, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, îïðåäåëÿþò ïî ìåíü-
øåé ìåðå 2[n/2] ðàçíûõ íàïðàâëåíèé. Ýòó îöåíêó íåëüçÿ óëó÷øèòü.

6. Íà ñôåðå

Îáñóäèì åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.
Îíî áûëî ïðåäëîæåíî Å. Ìåëüõèîðîì [Me] è, íåçàâèñèìî, Í. Ñòèí-
ðîäîì � èçâåñòíûì àìåðèêàíñêèì òîïîëîãîì. È ñàìî äîêàçàòåëü-
ñòâî òîïîëîãè÷åñêîå. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïåðåéäåì ñ ïëîñêîñòè íà
ñôåðó.
Ðàññìîòðèì öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ ñôåðû íà ïëîñêîñòü. Öåí-

òðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ � ýòî òàêîå îòîáðàæåíèå ñôåðû íà ïëîñêîñòü,
ïðè êîòîðîì ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷êó ñôåðû ñ å¼ îáðàçîì íà
ïëîñêîñòè, âñåãäà ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ñôåðû. Ìû ìîæåì ïðî-
åöèðîâàòü ñôåðó íà ëþáóþ ïëîñêîñòü, íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð.
Ïðè òàêîé ïðîåêöèè, â êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè áóäåò îòîáðàæàòü-
ñÿ ïàðà äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê ñôåðû. Êðîìå òî-
ãî, íà ñôåðå íàéä¼òñÿ òàêàÿ áîëüøàÿ îêðóæíîñòü (ò.å. ïåðåñå÷åíèå
ñôåðû ñ ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñôåðû), ïðîåêöèè
òî÷åê êîòîðîé íå îïðåäåëåíû. Ýòà îêðóæíîñòü ïàðàëëåëüíà ïëîñ-
êîñòè, íà êîòîðóþ ìû ïðîåöèðóåì.
Îïèøåì òåïåðü î÷åíü ïîëåçíóþ êîíñòðóêöèþ ñôåðè÷åñêîé äâîé-

ñòâåííîñòè. Êàæäîé ïàðå äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê
8



íà ñôåðå ñîîòâåòñòâóåò áîëüøàÿ îêðóæíîñòü. À èìåííî, ïðîâåäåì
ñîîòâåòñòâóþùèé äèàìåòð ñôåðû, à òàêæå ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ
÷åðåç öåíòð è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äèàìåòðó. Ýòà ïëîñêîñòü âûñå-
÷åò íà ñôåðå íåêîòîðóþ áîëüøóþ îêðóæíîñòü. Îáðàòíî, êàæäîé
áîëüøîé îêðóæíîñòè íà ñôåðå ñîîòâåòñòâóþò ðîâíî äâå äèàìåò-
ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè � êîíöû äèàìåòðà, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîãî ïëîñêîñòè äàííîé áîëüøîé îêðóæíîñòè.
Òåïåðü êàæäîé òî÷êå íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïàðà äèàìåò-

ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê íà ñôåðå (ýòî ñîîòâåòñòâèå óñòà-
íàâëèâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé, êàê îïèñàíî âûøå), à ñëåäî-
âàòåëüíî, è íåêîòîðàÿ áîëüøàÿ îêðóæíîñòü.

Óïðàæíåíèå. Ñôåðè÷åñêàÿ äâîéñòâåííîñòü ¾óâàæàåò¿ îòíîøå-
íèå èíöèäåíòíîñòè: åñëè òî÷êà A ëåæèò íà áîëüøîé îêðóæíîñòè b,
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ áîëüøàÿ îêðóæíîñòü a ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
B.

Óïðàæíåíèå. Òðè òî÷êè íà ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå áîëüøèå îêðóæíîñòè
íà ñôåðå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå ïàðó äèàìåòðàëüíî ïðîòè-
âîïîëîæíûõ òî÷åê.

A
B

a

b

Ðèñ. 5

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü òî÷êàì A è B îòâå÷àþò áîëüøèå îêðóæíî-
ñòè a è b. Äîêàæèòå, ÷òî óãîë ìåæäó a è b ðàâåí ñôåðè÷åñêîìó
ðàññòîÿíèþ ìåæäó A è B, ñì. ðèñóíîê 5.
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Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî òåîðåìà Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè ýêâèâàëåíòíà
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ. Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî áîëü-
øèõ îêðóæíîñòåé íà ñôåðå. Òîãäà, åñëè íå âñå ýòè îêðóæíîñòè
ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå ïàðó äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ òî÷åê, òî íàéäåòñÿ òî÷êà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî äâå îêðóæíîñòè
èç íàøåãî ìíîæåñòâà.

7. Ìåëüõèîð, Ñòèíðîä è Ýéëåð

Îïèøåì òåïåðü äîêàçàòåëüñòâî Ìåëüõèîðà è Ñòèíðîäà.
Íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ïðî áîëüøèå îêðóæíîñòè

íà ñôåðå, è òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.
Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîò-
ðèì êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê íà ñôåðå. Áóäåì íàçûâàòü ýòè òî÷êè
âåðøèíàìè. Ðàññìîòðèì òàêæå êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ êðèâîëè-
íåéíûõ äóã, ñîåäèíÿþùèõ íåêîòîðûå ïàðû âåðøèí. Äîïóñòèì, ÷òî
ýòè äóãè íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, êðîìå âåðøèí. Íàçîâåì ýòè äóãè
ðåáðàìè. Åñëè íà ñôåðå íàðèñîâàòü äóãè è ðåáðà, òî îíè ðàçîáüþò
âñþ ñôåðó íà íåñêîëüêî êóñêîâ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòü ãðà-
íÿìè. Âñþ êàðòèíêó, âêëþ÷àþùóþ âåðøèíû, ðåáðà è ãðàíè, ìû
íàçîâ¼ì êàðòîé íà ñôåðå.

Òåîðåìà. Íå ñóùåñòâóåò òàêîé êàðòû íà ñôåðå, ÷òî êàæäàÿ
ãðàíü îãðàíè÷åííà ïî ìåíüøåé ìåðå òðåìÿ ð¼áðàìè, à èç êàæäîé
âåðøèíû âûõîäèò ïî ìåíüøåé ìåðå øåñòü ð¼áåð.

Èç ýòîé ÷èñòî òîïîëîãè÷åñêîé òåîðåìû âûòåêàåò óòâåðæäåíèå
ïðî áîëüøèå îêðóæíîñòè íà ñôåðå, ñôîðìóëèðîâàííîå â êîíöå ïðåäû-
äóùåãî ïàðàãðàôà è ýêâèâàëåíòíîå òåîðåìå Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Fk � ÷èñëî ãðàíåé, îãðàíè÷åííûõ k
ð¼áðàìè, à Vk � ÷èñëî âåðøèí, èç êîòîðûõ âûõîäèò k ðåáåð. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç F , E è V , ñîîòâåòñòâåííî, îáùåå ÷èñëî ãðàíåé, ÷èñ-
ëî ð¼áåð è ÷èñëî âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ ðàññìàòðèâàåìîé êàðòå.
Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé òåîðåìîé Ýéëåðà:

F − E + V = 2.

×èòàòåëü, ñêîðåå âñåãî, çíàêîì ñ ýòîé òåîðåìîé; åñëè ýòî íå òàê,
ìû ðåêîìåíäóåì äîêàçàòü åå ïî èíäóêöèè.
Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïàð (âåðøèíà, âûõîäÿùåå èç íå¼ ðåáðî). Ñ

îäíîé ñòîðîíû, êàæäîå ðåáðî îãðàíè÷åííî ðîâíî äâóìÿ âåðøèíà-
ìè. Çíà÷èò, òàêèõ ïàð ðîâíî 2E. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî òàêèõ ïàð
ðàâíî 6V6 +7V7 + · · · ≥ 6V . Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 2E ≥ 6V .
Ïîñ÷èòàåì òåïåðü êîëè÷åñòâî ïàð (ãðàíü, ðåáðî íà å¼ ãðàíèöå). Ñ

îäíîé ñòîðîíû, êàæäîå ðåáðî ëåæèò íà ãðàíèöå ðîâíî äâóõ ãðàíåé.
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Çíà÷èò, òàêèõ ïàð ðîâíî 2E. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî òàêèõ ïàð
ðàâíî 3F3+4F4+ · · · ≥ 3F . Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî 2E ≥ 3F .
Êîìáèíèðóÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ:

6(E + 2) = 6V + 6F ≤ 2E + 4E = 6E.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì êàðòó íà ñôåðå. Êîëè÷åñòâî ðåáåð, âû-
õîäÿùèõ èç äàííîé âåðøèíû, íàçîâ¼ì ïîðÿäêîì ýòîé âåðøèíû. Äî-
êàæèòå, ÷òî åñëè êàæäàÿ ãðàíü îãðàíè÷åííà ïî ìåíüøåé ìåðå òðå-
ìÿ ðåáðàìè, òî ñðåäíèé ïîðÿäîê âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 6. (Ñðåä-
íèé ïîðÿäîê âåðøèíû � ýòî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ïîðÿäêîâ âñåõ
âåðøèí, òî åñòü ñóììà ïîðÿäêîâ âñåõ âåðøèí, äåëåííàÿ íà êîëè÷å-
ñòâî âåðøèí.)

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê â òð¼õìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå. ×èñëî ð¼áåð ìíîãîãðàííèêà, âûõîäÿùèõ èç äàí-
íîé âåðøèíû, íàçîâ¼ì ïîðÿäêîì âåðøèíû. ×èñëî ð¼áåð ìíîãîãðàí-
íèêà, ëåæàùèõ íà äàííîé ãðàíè, íàçîâ¼ì ïîðÿäêîì ãðàíè. Äîêàæè-
òå, ÷òî ñðåäíèé ïîðÿäîê âåðøèíû, à òàêæå ñðåäíèé ïîðÿäîê ãðàíè
íå ïðåâîñõîäÿò 6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ìíîãîãðàííèêà, ñðåäíèé ïî-
ðÿäîê ãðàíè êîòîðîãî ïðåâûøàåò 5,5.

Óïðàæíåíèå. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé
òåîðåìîé Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðÿ-
ìûõ íà ïëîñêîñòè, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ïàðàëëåëüíû. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýòè ïðÿìûå íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó è òó æå òî÷êó. Òî-
ãäà íàéä¼òñÿ òî÷êà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî äâå ïðÿìûå ðàññìàòðèâàå-
ìîãî ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà Ñèëüâåñòðà�
Ãàëëàè ýêâèâàëåíòíà òåîðåìå Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè. Óêàçàíèå: âîñ-
ïîëüçóéòåñü óòâåðæäåíèåì ïðî áîëüøèå îêðóæíîñòè íà ñôåðå, à
òàêæå öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé ñôåðû íà ïëîñêîñòü, ïðè êîòîðîé
áîëüøèå îêðóæíîñòè ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî â óòâåðæäåíèè äâîéñòâåííîé òåîðå-
ìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè, ÷òî ñðåäè ðàññìàòðèâàåìîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ïðÿìûõ
íåò íèêàêîé ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Óêàçàíèå: ýòîãî ìîæíî
äîáèòüñÿ, ïðîåöèðóÿ ñôåðó íà ïîäõîäÿùóþ ïëîñêîñòü.

8. Ýëêèñ è Çàéäåíáåðã

Íàêîíåö, åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè,
êîòîðîå áûëî ïðèäóìàíî íåçàâèñèìî Í. Ýëêèñîì è Ì. Çàéäåíáåð-
ãîì. Íà÷íåì ñ äâóõ óïðàæíåíèé � îíè äîñòàòî÷íî ñëîæíûå, ïî
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óðîâíþ êàê ñåðüåçíûå îëèìïèàäíûå çàäà÷è. Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ ê
ýòèì çàäà÷àì ìîæíî íàéòè â êíèãå [Ø] (çàäà÷à 38 á) íà ñòð. 37).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü ABC � òðåóãîëüíèê íà ïëîñêîñòè, à PQR
� âïèñàííûé â íåãî òðåóãîëüíèê (òàê, ÷òî âåðøèíû P , Q, R òðå-
óãîëüíèêà PQR ïðèíàäëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, ñòîðîíàì AB, BC,
AC òðåóãîëüíèêà ABC). Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü îäíîãî èç òðåõ
òðåóãîëüíèêîâ, îñòàþùèõñÿ ïðè âûêèäûâàíèè òðåóãîëüíèêà PQR
èç òðåóãîëüíèêà ABC, íå ïðåâûøàåò ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà PQR.

Óïðàæíåíèå. Åñëè â ïðåäûäóùåì óïðàæíåíèè ïëîùàäü òðåóãîëü-
íèêà APR ñîâïàäàåò ñ ïëîùàäüþ òðåóãîëüíèêà PQR, à ïëîùàäè
òðåóãîëüíèêîâ PBQ è QCR íå ìåíüøå, òî ñòîðîíû PQ, QR è RP
ïàðàëëåëüíû, ñîîòâåòñòâåííî, ñòîðîíàì CA, AB, BC.

R
A

B

C

P
Q

Ðèñ. 6

Äîêàæåì òåïåðü äâîéñòâåííóþ òåîðåìó Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè (à
òåì ñàìûì è ñàìó òåîðåìó Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè). Ðàññìîòðèì êî-
íå÷íîå ÷èñëî ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî íå âñå ýòè ïðÿ-
ìûå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Ìû òàêæå ìîæåì ïðåäïîëàãàòü áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå ïðÿìûõ
íåò ïàðàëëåëüíûõ. Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü òðåóãîëüíèêè, îãðà-
íè÷åííûå ðàçëè÷íûìè òðîéêàìè ïðÿìûõ. Ñðåäè âñåõ òàêèõ òðå-
óãîëüíèêîâ âûáåðåì òðåóãîëüíèê íàèìåíüøåé ïëîùàäè. Îáîçíà-
÷èì ýòîò òðåóãîëüíèê ÷åðåç PQR. Òåïåðü ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî
÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ íàøåãî ìíîæåñòâà
ïðîõîäèò åùå êàêàÿ-òî òðåòüÿ ïðÿìàÿ íàøåãî ìíîæåñòâà (ýòî ïðåä-
ïîëîæåíèå äîëæíî ïðèâåñòè íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ). Â ÷àñòíîñòè,
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åñòü ïðÿìûå íàøåãî ìíîæåñòâà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç âåðøèíû òðå-
óãîëüíèêà PQR, íî íå ñîâïàäàþùèå ñî ñòîðîíàìè ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà. Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèê PQR èìååò, ïî îïðåäåëåíèþ, ìèíè-
ìàëüíóþ ïëîùàäü, ýòè äîïîëíèòåëüíûå ïðÿìûå íå çàõîäÿò âíóòðü
òðåóãîëüíèêà. Çíà÷èò, îíè îãðàíè÷èâàþò òðåóãîëüíèê ABC, îïè-
ñàííûé âîêðóã òðåóãîëüíèêà PQR. Âîñïîëüçóåìñÿ ðåçóëüòàòàìè
ïðèâåäåííûõ âûøå óïðàæíåíèé. Ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìè-
íèìàëüíîñòüþ ïëîùàäè, åñëè òîëüêî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà PQR
íå ïàðàëëåëüíû ñîîòâåòñòâóþùèì ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC.
Îäíàêî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ìíîæåñòâå ïðÿ-
ìûõ íåò ïàðàëëåëüíûõ.

9. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà: êîíòðïðèìåð1

Ê ðàçðÿäó íåîæèäàííîñòåé ìîæíî îòíåñòè òîò ôàêò, ÷òî ¾êîì-
ïëåêñèôèêàöèÿ¿ òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè íå âåðíà.
Òî÷êè è ïðÿìûå, ïðî êîòîðûå ìû ãîâîðèëè äî ñèõ ïîð, áûëè äåé-

ñòâèòåëüíûìè òî÷êàìè è äåéñòâèòåëüíûìè ïðÿìûìè. Åñëè ââåñòè
íà ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, òî äåéñòâèòåëüíûå òî÷êè èçîá-
ðàçÿòñÿ ïàðàìè äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíóþ ïðÿìóþ
ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ òî÷åê, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ îïðåäåëåííîìó ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ äåéñòâèòåëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Îäíàêî, â êà÷åñòâå êîîðäèíàò ìîæíî áðàòü
è êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ñîîòâåòñòâåííî, ìîæíî ãîâîðèòü î êîìïëåêñ-
íûõ òî÷êàõ, êîìïëåêñíûõ ïðÿìûõ (îíè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè
òàêîãî æå âèäà, êàê äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ïðÿìûõ) è ò.ä. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ òî÷åê ïëîñêîñòè ñëîæíåå ñåáå ïðåäñòàâèòü,
ïîñêîëüêó îíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ äåéñòâè-
òåëüíûì ÷åòûð¼õìåðíûì, à íå äâóìåðíûì, ïðîñòðàíñòâîì.
Ðàññìîòðèì òàêóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

z3 + w3 + (1 + 2z + 3w)3 = zw(1 + 2z + 3w) = 0.

Ñóùåñòâóåò ðîâíî 9 êîìïëåêñíûõ òî÷åê (òî åñòü 9 ïàð êîìïëåêñ-
íûõ ÷èñåë (z, w)), óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîé ñèñòåìå � ïî òðè òî÷êè
íà êàæäîé èç òðåõ ïðÿìûõ z = 0, w = 0, 1 + 2z + 3w = 0. Íà-
ïðèìåð, åñëè ïîäñòàâèòü z = 0 â ïåðâîå óðàâíåíèå, òî ïîëó÷èòñÿ
êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå íà w, ó êîòîðîãî òðè êîìïëåêñíûõ ðåøåíèÿ
� îíè ñîîòâåòñòâóþò òðåì òî÷êàì íà ïðÿìîé z = 0; òî÷íî òàê-
æå ìîæíî ïîñòóïèòü ñ äâóìÿ îñòàëüíûìè ïðÿìûìè. Êîìïëåêñíàÿ

1×èòàòåëü, íå çíàêîìûé ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, ìîæåò ïðîïóñòèòü ýòîò
ðàçäåë áåç óùåðáà äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî òåêñòà.
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ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëþáûå äâå èç ïîëó÷åííûõ äåâÿòè òî-
÷åê, ñîäåðæèò òàêæå íåêîòîðóþ òðåòüþ òî÷êó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íå ñóùåñòâóåò êîìïëåêñíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âñå 9 ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ òî÷åê.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ.

Èòàê, ìû óáåäèëèñü, ÷òî íàä êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè òåîðåìà
Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè íå èìååò ìåñòà. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû
â âûðàæåíèè 1 + 2z + 3w ìîæíî âûáèðàòü ïî÷òè ïðîèçâîëüíûì
îáðàçîì (èçáåãàÿ òîëüêî íåêîòîðûõ âûðîæäåíèé, ïðè êîòîðûõ îäíà
èç äåâÿòè òî÷åê óáåãàåò íà áåñêîíå÷íîñòü); íàïðèìåð, ìîæíî ñ òåì
æå óñïåõîì âçÿòü e+ πz + iw.
Îòìåòèì, êñòàòè, ÷òî óðàâíåíèå z3 + w3 + (1 + 2z + 3w)3 = 0 çà-

äàåò íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè êóáè÷åñêóþ êðèâóþ, à óðàâíåíèå
zw(1 + 2z + 3w) = 0 îïèñûâàåò òî÷êè ïåðåãèáà ýòîé êðèâîé. Òà-
êèì îáðàçîì, íàøè äåâÿòü òî÷åê � ýòî òî÷êè ïåðåãèáà êîìïëåñíîé
êóáè÷åñêîé êðèâîé. Èç ýòèõ äåâÿòè òî÷åê òîëüêî òðè ìîãóò áûòü
âåùåñòâåííûìè.

10. Ãðàôèêè ìíîãî÷ëåíîâ: òåîðåìà Áîðâåéíà

Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è Ñèëüâåñòðà íàñòîëüêî îáùàÿ, ÷òî â íåé
ìîæíî çàìåíÿòü òî÷êè è ïðÿìûå íà ìíîãèå äðóãèå îáúåêòû, è ïî-
ëó÷àòü îñìûñëåííûå óòâåðæäåíèÿ. Ïðÿìûå è òî÷êè îáëàäàþò íåêî-
òîðûìè ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè. Íàïðèìåð, ÷åðåç êàæäóþ ïàðó
òî÷åê ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿìóþ, è òîëüêî îäíó. Ïîõîæèå óòâåðæäå-
íèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ãðàôèêîâ ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð, ðàññìîò-
ðèì ãðàôèêè êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ

y = ax2 + bx+ c

(a = 0 íå âîñïðåùàåòñÿ!)

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òðîéêó òî÷åê ñ ðàç-
ëè÷íûìè x-êîîðäèíàòàìè ïðîõîäèò ãðàôèê êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëå-
íà, è òîëüêî îäèí.

Ïåðåíåñåì òåîðåìó Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè íà ãðàôèêè êâàäðàòíûõ
òðåõ÷ëåíîâ. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M òî÷åê íà ïëîñêî-
ñòè ñ ðàçëè÷íûìè x-êîîðäèíàòàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå òî÷-
êè ìíîæåñòâà M ëåæàò íà ãðàôèêå îäíîãî è òîãî æå êâàäðàòíî-
ãî òðåõ÷ëåíà. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ òàêîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
(àíàëîã ïðÿìîé Ñèëüâåñòðà), ãðàôèê êîòîðîãî ñîäåðæèò ðîâíî òðè
òî÷êè èç ìíîæåñòâà M .
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Äîêàçàòåëüñòâî.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàôèê êâàäðàòíîãî òðåõ-
÷ëåíà, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ëþáóþ òðîéêó òî÷åê ìíîæåñòâà M , ñî-
äåðæèò õîòÿ áû åùå îäíó òî÷êó ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïðåäïîëîæèì
òàêæå, ÷òî íå âñ¼ ìíîæåñòâî M ïðèíàäëåæèò îäíîìó ãðàôèêó.
Áóäåì èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïëîñêîñòè äî ãðàôèêà ôóíê-

öèè ïî âåðòèêàëè. Åñëè ðàññòîÿíèå ðàâíî íóëþ, òî òî÷êà ëåæèò íà
ãðàôèêå. Ñðåäè ïàð, ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê ìíîæåñòâà M è ãðàôèêîâ
êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òðîéêè òî÷åê ìíîæå-
ñòâà M , íàéäåòñÿ ïàðà ñ ìèíèìàëüíûì íåíóëåâûì ðàññòîÿíèåì îò
òî÷êè äî ãðàôèêà. Îáîçíà÷èì ýòó òî÷êó ÷åðåç (a, b), à êâàäðàòíûé
òðåõ÷ëåí ÷åðåç g(x). Ïóñòü x1 < x2 < x3 < x4 � àáñöèññû ÷åòûðåõ
òî÷åê ìíîæåñòâà M íà ãðàôèêå y = g(x).

b

x x xxa

f

g

1 2 3 4

Ðèñ. 7

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x2 < a < x3. Ñóùåñòâóåò êâàäðàòíûé òðåõ-
÷ëåí f(x), ãðàôèê êîòîðîãî ïðîõîäèò ÷åðåç òðè òî÷êè (x1, g(x1)),
(a, b), (x4, g(x4)), ñì. ðèñóíîê 7. Ðàññìîòðèì êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí
h(x) = f(x) − g(x). Ïîñêîëüêó x1 è x4 � åãî êîðíè, h(x) ìåíÿåò
ìîíîòîííîñòü íà îòðåçêå (x1, x4) íå áîëåå îäíîãî ðàçà (íà ðèñóíêå
� ñíà÷àëà âîçðàñòàåò, çàòàì óáûâàåò). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû
îäíî èç ÷èñåë |h(x2)| è |h(x3)| ìåíüøå, ÷åì |h(a)|. À çíà÷èò, èëè
òî÷êà (x2, g(x2)) èëè òî÷êà (x3, g(x3)) íàõîäèòñÿ áëèæå ê ãðàôèêó
y = f(x), ÷åì (a, b) ê y = g(x). Ïðîòèâîðå÷èå.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèòå îñòàâøèåñÿ ñëó÷àè: a < x2 è x3 < a.

Òåîðåìà äëÿ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
áîëåå îáùåé òåîðåìû Áîðâåéíà [B], îòíîñÿùåéñÿ ê ïðîèçâîëüíûì
ñèñòåìàì ×åáûøåâà. Ôîðìóëèðîâàòü åå â ïîëíîé îáùíîñòè ìû íå
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áóäåì, íî íàìåòèì åù¼ íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ â âèäå óïðàæ-
íåíèé.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáûå n + 1 òî÷åê íà ïëîñ-
êîñòè ñ ðàçëè÷íûìè x-êîîðäèíàòàìè ìîæíî ïðîâåñòè ãðàôèê ìíî-
ãî÷ëåíà ñòåïåíè íå âûøå n. Áîëåå òîãî, òàêîé ìíîãî÷ëåí ðîâíî
îäèí. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå îáîáùåíèå òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�
Ãàëëàè äëÿ ãðàôèêîâ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè âèäà

f(x) = a cosx+ b sinx+ c.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ, òî îíà îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü íå áîëåå ÷åì äëÿ äâóõ çíà÷åíèé x â ïîëóèíòåðâàëå
[0, 2π). Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�
Ãàëëàè äëÿ ôóíêöèé äàííîãî êëàññà. Óêàçàíèå: èñêîìûé àíàëîã
áóäåò íåêîòîðûì óòâåðæäåíèåì ïðî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà
ïëîñêîñòè, x-êîîðäèíàòû êîòîðûõ ðàçëè÷íû è ëåæàò â íåêîòîðîì
ôèêñèðîâàííîì ïîëóèíòåðâàëå äëèíû 2π, ñêàæåì, â [0, 2π).

11. À â ïðîñòðàíñòâå?

Åùå îäíî åñòåñòâåííîå íàïðàâëåíèå äëÿ îáîáùåíèé è àíàëîãîâ
çàäà÷è Ñèëüâåñòðà � ýòî âûõîä èç ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâî. Íåïî-
ñðåäñòâåííîå ïðîñòðàíñòâåííîå îáîáùåíèå çâó÷àëî áû òàê. Ïóñòü
äàí êîíå÷íûé íàáîð M òî÷åê â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äîïó-
ñòèì, ÷òî íå âñå ýòè òî÷êè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Âåðíî ëè,
÷òî íàéäåòñÿ ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ òðè íåêîëëèíåàðíûå òî÷êè
ìíîæåñòâàM , è áîëüøå íèêàêèå? Ê ñîæàëåíèþ, îòâåò îòðèöàòåëü-
íûé. Ïðîñòåéøèé êîíòðïðèìåð ñîñòîèò èç øåñòè òî÷åê, ëåæàùèõ
íà äâóõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ � òðè òî÷êè íà îäíîé ïðÿìîé, è
òðè íà äðóãîé.

Óïðàæíåíèå. Âîçìîæíî åù¼ òàêîå ïðîñòðàíñòâåííîå îáîáùåíèå
ïðîáëåìû Ñèëüâåñòðà (êàçàëîñü áû, åùå áîëåå íåïîñðåäñòâåííîå).
Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå, íå âñå íà
îäíîé ïëîñêîñòè. Âåðíî ëè, ÷òî åñòü ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî
òðè òî÷êè íàøåãî ìíîæåñòâà (âîçìîæíî, êîëëèíåàðíûå)? Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ òîæå îòðèöàòåëüíûé, à êîíòðïðèìåð ïîëó÷àåòñÿ ïðî-
ñòîé ìîäèôèêàöèåé ïðèìåðà, ïðèâåäåííîãî âûøå.

Ïðèâåäåííûé âûøå êîíòðïðèìåð áûë ïîñòðîåí Ìîöêèíûì â 1951
ãîäó [M]. Îí æå äîêàçàë ñëåäóþùåå (áîëåå ïðàâèëüíîå) îáîáùåíèå
òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.
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Òåîðåìà. Åñëè íå âñå òî÷êè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà M ëåæàò â
îäíîé ïëîñêîñòè, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ïëîñêîñòü (áóäåì íàçûâàòü
åå ïëîñêîñòüþ Ìîöêèíà), ïåðåñå÷åíèå êîòîðîé ñ M ñîñòîèò èç
íåñêîëüêèõ (ïî ìåíüøåé ìåðå, äâóõ) êîëëèíåàðíûõ òî÷åê è åùå
îäíîé òî÷êè, íå êîëëèíåàðíîé ñ íèìè.

12. Îêðóæíîñòè

Òåîðåìà Ìîöêèíà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïåðåíîñà òåî-
ðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè íà ñëó÷àé îêðóæíîñòåé. Ðàññìîòðèì êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ñôåðå. Âñÿêàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç 3 ðàçëè÷íûå òî÷êè ñôåðû, âûñåêàåò íà ñôåðå íåêîòîðóþ
îêðóæíîñòü. Äîïóñòèì, ÷òî íå âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M ëåæàò íà
îäíîé îêðóæíîñòè (èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, íå âñå ëåæàò â îäíîé
ïëîñêîñòè). Òîãäà íàéäåòñÿ ïëîñêîñòü Ìîöêèíà, ïåðåñå÷åíèå êîòî-
ðîé ñ M ñîñòîèò èç ðÿäà êîëëèíåàðíûõ òî÷åê è åùå îäíîé åäèí-
ñòâåííîé òî÷êè, íå êîëëèíåàðíîé ýòîìó ðÿäó. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî
ðÿä êîëëèíåàðíûõ òî÷åê íà ñôåðå íå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøå äâóõ
òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, ïëîñêîñòü Ìîöêèíà ñîäåðæèò ðîâíî òðè òî÷-
êè ìíîæåñòâà M , è ýòè òî÷êè ñ íåîáõîäèìîñòüþ íå êîëëèíåàðíû.
Â ÷àñòíîñòè, ýòè òðè òî÷êè ëåæàò íà îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ íå ñî-
äåðæèò äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà M . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà. Äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê M íà ñôåðå, íå âñå èç
êîòîðûõ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, íàéäåòñÿ òàêàÿ îêðóæ-
íîñòü (àíàëîã ïðÿìîé Ñèëüâåñòðà), êîòîðàÿ ñîäåðæèò ðîâíî òðè
òî÷êè ìíîæåñòâà M .

Ðàññìîòðèì ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ ñôåðû íà ïëîñêîñòü.
Íàïîìíèì, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì
îáðàçîì. Öåíòð ïðîåêöèè � òî÷êà A íà ñôåðå. Ïðîåêöèÿ òî÷êè B
íà ñôåðå (îòëè÷íîé îò òî÷êè A) � ýòà òàêàÿ òî÷êà C íà âûáðàííîé
íàìè ïëîñêîñòè, ÷òî A, B è C êîëëèíåàðíû (ñì. ðèñóíîê 8). Èçâåñò-
íûé ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñòåðåîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ îêðóæ-
íîñòè íà ñôåðå � ýòî îêðóæíîñòü èëè ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè (ïðÿ-
ìàÿ ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñõîäíàÿ îêðóæíîñòü ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êó A). Íàîáîðîò, êðèâàÿ, ïðîåöèðóþùàÿñÿ â îêðóæíîñòü
èëè ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè, îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ íà
ñôåðå. Åñëè ýòîò ôàêò íåèçâåñòåí ÷èòàòåëþ, òî áûëî áû î÷åíü ïî-
ëåçíî åãî äîêàçàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.
Ïðè ïîìîùè ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè, ìû ïîëó÷àåì ñëåäó-

þùóþ òåîðåìó:
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Ðèñ. 8

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè.
Äîïóñòèì, ÷òî íå âñå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà ëåæàò íà îä-
íîé ïðÿìîé, è íå âñå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òîãäà
íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ èëè îêðóæíîñòü, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî òðè òî÷êè
íàøåãî ìíîæåñòâà.

Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, è
ïðè ýòîì äàæå íå íóæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Ìîöêèíà.

Òåîðåìà. Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M òî÷åê íà ïëîñêî-
ñòè. Äîïóñòèì, ÷òî íå âñå òî÷êè ìíîæåñòâàM ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé, è íå âñå ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Òîãäà, äëÿ âñÿêîé
òî÷êè A èç M , íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ èëè îêðóæíîñòü, ñîäåðæàùàÿ
A è åù¼ ðîâíî äâå òî÷êè ìíîæåñòâà M .

Äîêàçàòåëüñòâî.ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå äëÿ ñôåðû (îíî ïîëó÷àåòñÿ èç òîëüêî ÷òî ñôîðìóëèðîâàí-
íîé òåîðåìû ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèåé). Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òî÷åê M ′ íà ñôåðå, íå ëåæàùåå íà îäíîé îêðóæíîñòè.
Òîãäà, äëÿ âñÿêîé òî÷êè A′ èç ìíîæåñòâà M ′ íàéäåòñÿ îêðóæíîñòü
íà ñôåðå, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó A′ è åùå ðîâíî äâå òî÷êè ìíîæåñòâà
M ′. ×òîáû äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå, ñäåëàåì åùå îäíó ñòåðåîãðà-
ôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ, íà ýòîò ðàç ñ öåíòðîì â òî÷êå A′. Ïðè ýòîé
ïðîåêöèè, ñàìîé òî÷êå A′ íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêàÿ òî÷êà ïëîñêî-
ñòè (íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, åé ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ
òî÷êà). Âñå îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùèå òî÷êó A′, ïåðåõîäÿò â ïðÿ-
ìûå. Â ðåçóëüòàòå íàøåé íîâîé ñòåðåîãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè, ìû
ïîëó÷àåì íîâîå ìíîæåñòâî M ′′ òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íå ëåæàùåå íà
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îäíîé ïðÿìîé (ïîñêîëüêó ìíîæåñòâîM ′ íå ëåæàëî íà îäíîé îêðóæ-
íîñòè). Íî òîãäà äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ Ñèëüâåñòðà! Ñïðî-
åöèðóåì ýòó ïðÿìóþ îáðàòíî íà ñôåðó, è ïîëó÷èì îêðóæíîñòü, ñî-
äåðæàùóþ, ïîìèìî òî÷êè A′, åù¼ ðîâíî äâå òî÷êè ìíîæåñòâà M ′.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîïîëíåíèå: êîíèêè2

Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ îáîáùèòü çàäà÷ó Ñèëüâåñòðà íà àëãåá-
ðàè÷åñêèå êðèâûå äàííîé ñòåïåíè: âåäü ïðÿìûå è îêðóæíîñòè �
ýòî åñòåñòâåííûå ïðèìåðû êðèâûõ ïåðâîé è âòîðîé ñòåïåíè. Äëÿ
ñòåïåíè 2 ðå÷ü èäåò î êîíèêàõ � ïëîñêèõ êðèâûõ, çàäàííûõ êâàä-
ðàòè÷íûìè óðàâíåíèÿìè íà êîîðäèíàòû. Êâàäðàòè÷íîå óðàâíåíèå
� ýòî óðàâíåíèå (ñêàæåì, îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò x è y), ñîäåðæà-
ùåå ÷ëåíû 1, x, y, x2, y2, xy ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òàêèì
îáðàçîì, îáùàÿ êîíèêà íà ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ òàêèì óðàâíåíèåì:

a0 + a1x+ a2y + a3x
2 + a4xy + a5y

2 = 0.

Çäåñü a0, . . . , a5 � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû (äåéñòâè-
òåëüíûå ÷èñëà). Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû a3, a4, a5

íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ; èíà÷å ïîëó÷èòñÿ íå êîíèêà, à ïðÿ-
ìàÿ. Äàæå åñëè êâàäðàòè÷íûå ÷ëåíû ïðèñóòñòâóþò, êîíèêà ìîæåò
îêàçàòüñÿ âûðîæäåííîé, òî åñòü îáúåäèíåíèåì äâóõ ïðÿìûõ (âîç-
ìîæíî, ñîâïàäàþùèõ) èëè òî÷êîé. Áûâàþò òàêæå êâàäðàòè÷íûå
óðàâíåíèÿ, êîòîðûì íå óäîâëåòâîðÿåò íè îäíà òî÷êà ïëîñêîñòè (íà-
ïðèìåð, x2 + y2 + 1 = 0), íî ìû òàêèå óðàâíåíèÿ ðàññìàòðèâàòü íå
áóäåì.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè óðàâíåíèå êîíèêè óìíîæèòü íà ÷èñëî, îòëè÷-

íîå îò íóëÿ, òî ñàìà êîíèêà îò ýòîãî íå èçìåíèòñÿ. Âñåãî â óðàâíå-
íèè ôèãóðèðóåò 6 êîýôôèöèåíòîâ, íî, êàê ìû òîëüêî ÷òî âèäåëè,
ñóùåñòâåííûìè ïàðàìåòðàìè ìîãóò áûòü òîëüêî îòíîøåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ, íî íå ñàìè êîýôôèöèåíòû. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êî-
íèêà â ñàìîì äåëå ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò 5 ïàðàìåòðîâ.
Íàïðèìåð, ÷åðåç ëþáûå 5 òî÷åê ïðîõîäèò êîíèêà è, êàê ïðàâèëî,
òîëüêî îäíà.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç ëþáûå 5 òî÷åê íà ïëîñêîñòè
ïðîõîäèò íåêîòîðàÿ êîíèêà.

2Ýòî äîïîëíåíèå òðåáóåò íåñêîëüêî áîëüøåãî çàïàñà ìàòåìàòè÷åñêèõ íàâû-
êîâ, ÷åì îñòàëüíûå ðàçäåëû. Â ëþáîì ñëó÷àå, ÷èòàòåëþ ìîæåò áûòü èíòåðåñíà
ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû. Åå äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî ìåëêèì øðèô-
òîì äëÿ òåõ, êîìó îñòàëüíûå ðàçäåëû ïîêàçàëèñü ïðîñòûìè.
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Óïðàæíåíèå. Ïóñòü òî÷êè A è B ëåæàò íà êîíèêå K. Òîãäà ïå-
ðåñå÷åíèå êîíèêè K ñ ïðÿìîé AB ñîñòîèò ëèáî èç äâóõ òî÷åê A è
B, ëèáî èç âñåé ïðÿìîé AB.

Âàéçìàí è Âèëüñîí [WW] äîêàçàëè â 1988 ãîäó òàêóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê M íà ïëîñêî-
ñòè. Äîïóñòèì, ÷òî íå âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M ïðèíàäëåæàò
îäíîé êîíèêå. Òîãäà íàéäåòñÿ êîíèêà, ñîäåðæàùàÿ ðîâíî 5 òî÷åê
ìíîæåñòâà M , è îïðåäåëÿþùàÿñÿ ýòèìè òî÷êàìè (ò.å. íåò íè-
êàêîé äðóãîé êîíèêè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òå æå 5 òî÷åê).

Ìû ïðåäñòàâèì â âèäå ðÿäà óïðàæíåíèé íîâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Âàéçìàíà�Âèëüñîíà. Îíî áîëåå ýëåìåíòàðíî, ÷åì îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëü-
ñòâî. Áîëüøèíñòâî óïðàæíåíèé ÿâëÿþòñÿ ñêîðåå òåñòàìè íà ïîíèìàíèå, ÷åì
ñîäåðæàòåëüíûìè çàäà÷àìè � ÷èòàòåëþ ïðîñòî ðåêîìåíäóåòñÿ ïðî÷åñòü âíè-
ìàòåëüíî óñëîâèÿ âñåõ óïðàæíåíèé, è ïîíÿòü, ïî÷åìó îíè î÷åâèäíû. Îòäåëü-
íûå óïðàæíåíèÿ ïîêðûâàþò îòäåëüíûå øàãè â äîêàçàòåëüñòâå.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì òðè òî÷êè A, B è C íà ïëîñêîñòè, íå ëåæàùèå íà
îäíîé ïðÿìîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû èìååì äåëî ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà
ABC. Ïîìåñòèì ìàññû 1, u, v â òî÷êè A, B, C, ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç X(u, v) öåíòð ìàññ òð¼õ ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê. Ïàðó ÷èñåë (u, v) ìîæíî
ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè òî÷êè X(u, v). Òàêèì îáðàçîì, ìû ââåëè äðóãóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. (Çàìåòèì, ÷òî öåíòð ìàññ ìîæíî îïðåäåëèòü äàæå â
òîì ñëó÷àå, êîãäà u è/èëè v ðàâíû íóëþ èëè äàæå ìåíüøå íóëÿ; ïðîáëåìà
âîçíèêàåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóììà âñåõ òð¼õ ìàññ ðàâíà íóëþ, òî
åñòü 1 + u + v = 0). Äîêàæèòå, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ëþáàÿ êîíèêà
òîæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì óðàâíåíèåì.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì êîíèêó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç âñå òðè âåðøèíû òðå-
óãîëüíèêà ABC. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå êîíèêè èìååò ñïåöèàëüíûé âèä. À
èìåííî, íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû îáðàùàþòñÿ â íóëü. Çàïèøåì ñíà÷àëà óðàâ-
íåíèå êîíèêè â îáùåì âèäå:

b0 + b1u + b2v + b3u
2 + b4uv + b5v

2 = 0.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ïîíÿòü, êàêîå îãðàíè÷åíèå íà êîýôôèöèåíòû íàêëàäûâàåò
òîò ôàêò, ÷òî íàøà êîíèêà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A. Òî÷êà A èìååò êîîðäèíà-
òû (0, 0) (òî åñòü u = v = 0). Çíà÷èò, ïðè u = v = 0, óðàâíåíèå äîëæíî áûòü
âåðíûì. Ýòî ïðîèçîéäåò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà b0 = 0. Òî÷êè B è C íà-
êëàäûâàþò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû: b3 = b5 = 0. Äîêàæèòå
ýòî (ðàññóæäåíèå ñëîæíåå, ÷åì äëÿ òî÷êè A, ïîñêîëüêó òî÷êè B è C íå ñîîò-
âåòñòâóþò íèêàêèì êîíå÷íûì çíà÷åíèÿì êîîðäèíàò (u, v) � äëÿ ðàññìîòðåíèÿ
ýòèõ òî÷åê ïðèäåòñÿ ïîìåñòèòü â òî÷êó A íóëåâóþ ìàññó). Óðàâíåíèå êîíèêè,
îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC, òåì ñàìûì ñâåä¼òñÿ ê òàêîìó:

au + bv + cuv = 0

(ìû çäåñü ïåðåîáîçíà÷èëè êîýôôèöèåíòû).
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Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì òåïåðü âñå êîíèêè, îïèñàííûå âîêðóã òðåóãîëüíèêà
ABC, è äîêàæåì àíàëîã òåîðåìû Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè äëÿ òàêèõ êîíèê. Çàìå-
òèì (ïðîâåðüòå ýòî óòâåðæäåíèå!), ÷òî ÷åðåç ëþáûå äâå òî÷êè, íå ëåæàùèå íà
ïðÿìûõ AB, BC è AC, ìîæíî ïðîâåñòè êîíèêó, îïèñàííóþ âîêðóã òðåóãîëüíè-
êà ABC, è ïðèòîì òîëüêî îäíó. (Íà ñàìîì äåëå, êàê ìû óæå óïîìèíàëè, êîíèêó
ìîæíî ïðîâåñòè âñåãäà; îäíàêî, åñëè îáå òî÷êè ëåæàò íà ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé
ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà ABC, òî åäèíñòâåííîñòü íàðóøàåòñÿ). Ðàññìîòðèì òå-
ïåðü íåêîòîðîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íå ïðèíàäëåæàùèõ
ïðÿìûì AB, BC è AC, è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: íà êîíèêå,
îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC è ñîäåðæàùåé äâå òî÷êè íàøåãî ìíîæå-
ñòâà, ëåæèò åù¼ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà íàøåãî ìíîæåñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå,
âñå òî÷êè íàøåãî ìíîæåñòâà ëåæàò íà îäíîé è òîé æå êîíèêå, îïèñàííîé âî-
êðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèòå ñèñòåìó êîîðäèíàò (u, v), ñâÿçàííóþ ñ òðåóãîëüíè-
êîì ABC è îïèñàííóþ âûøå. Óðàâíåíèå ëþáîé êîíèêè, îïèñàííîé âîêðóã òðå-
óãîëüíèêà ABC, èìååò âèä au + bv + cuv = 0. Ïîäåëèì ýòî óðàâíåíèå íà uv,
ìû ïîëó÷èì av−1 + bu−1 + c = 0. Çíà÷èò, åñëè âìåñòî êîîðäèíàò u è v, ââåñòè
êîîðäèíàòû 1/v è 1/u, òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèÿ êîíèê, îïèñàííûõ
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC, áóäóò ëèíåéíûìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ïëîñêîñòè
ñ êîîðäèíàòàìè 1/v è 1/u, òàêèå êîíèêè èçîáðàçÿòñÿ ïðÿìûìè. Ïðèìåíèòå ê
ýòèì ïðÿìûì êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó Ñèëüâåñòðà�Ãàëëàè.

Ñêàæåì, ÷òî ïÿò¼ðêà òî÷åê íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåò êîíèêó, åñëè åñòü òîëü-
êî îäíà êîíèêà, ñîäåðæàùàÿ ýòè ïÿòü òî÷åê.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Äî-
ïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäûõ ïÿòè òî÷åê ìíîæåñòâà M , îïðåäåëÿþùèõ êîíèêó,
íàéäåòñÿ íåêîòîðàÿ øåñòàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà M íà òîé æå êîíèêå. Ìû õîòèì
äîêàçàòü òåîðåìó Âàéçìàíà�Âèëüñîíà, êîòîðàÿ ãîâîðèò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âñå
òî÷êè ìíîæåñòâà M ëåæàò íà îäíîé è òîé æå êîíèêå. Äîêàæèòå ïîêà ñëåäó-
þùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîé òðîéêè òî÷åê A, B è C ìíîæåñòâà M , íå ëå-
æàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, âñ¼ ìíîæåñòâî M ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ïðÿìûõ
AB, BC, AC, è íåêîòîðîé êîíèêè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.

Ðàññìîòðèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî M òî÷åê íà ïëîñêîñòè, òàêîå, êàê â ïðåäû-
äóùåì óïðàæíåíèè. Åñëè âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M ëåæàò íà îäíîé è òîé æå
ïðÿìîé, òî òåîðåìà Âàéçìàíà�Âèëüñîíà äîêàçàíà (ïðÿìàÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ÷à-
ñòüþ âûðîæäåííîé êîíèêè). Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà íàéäåòñÿ òðè
òî÷êè A, B è C ìíîæåñòâà M , íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Ñîãëàñíî ïðèâå-
äåííîìó âûøå óïðàæíåíèþ, âñå òî÷êè ìíîæåñòâàM ñîäåðæàòñÿ â îáúåäèíåíèè
ïðÿìûõ AB, BC, AC è íåêîòîðîé êîíèêè K, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà
ABC.

Óïðàæíåíèå. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà D èç ìíîæåñòâà
M , íå ëåæàùàÿ â îáúåäèíåíèè ïðÿìûõ AB, BC, AC. Òî÷êà D, ñëåäîâàòåëüíî,
îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü êîíèêå K. Åñëè âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M ïðèíàäëåæàò
êîíèêå K, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîïóñòèì, ÷òî íåêîòîðûå òî÷êè ïðèíàäëåæàò
îáúåäèíåíèþ òð¼õ ïðÿìûõ AB, BC è AC, íî íå êîíèêå K. Íàïðèìåð, ïóñòü
ìíîæåñòâî M ñîäåðæèò òî÷êó C1, ëåæàùóþ íà ïðÿìîé AB, íî îòëè÷íóþ îò
òî÷åê A è B. Äîêàæèòå, ÷òî ïÿòü òî÷åê A, B, C, C1, D îïðåäåëÿþò êîíèêó.
Ýòà êîíèêà âûðîæäåííàÿ; îíà ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì ïðÿìûõ AB è CD.
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Óïðàæíåíèå. Åñëè â îáúåäèíåíèè ïðÿìûõ AB è CD íåò äðóãèõ òî÷åê ìíî-
æåñòâà M , êðîìå òî÷åê A, B, C, C1, D, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Äîïóñòèì, ÷òî
åñòü êàêàÿ-òî øåñòàÿ òî÷êà C2. Ýòà òî÷êà îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ïðÿìîé AB.

Óïðàæíåíèå. Ëèáî C1, ëèáî C2 íå ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé CD. Äîïóñòèì, ÷òî
ýòî C1. Ìû çíàåì, ÷òî âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M ëåæàò â îáúåäèíåíèè ïðÿìûõ,
ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ADC, è íåêîòîðîé êîíèêè K1, îïèñàííîé
âîêðóã òðåóãîëüíèêà ADC. Â ÷àñòíîñòè, òî÷êè B è C1 äîëæíû ïðèíàäëåæàòü
êîíèêå K1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîíèêà K1 ñâîäèòñÿ ê îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ
AB è CD. Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ
ïðÿìûõ AB, CD è AC (ïðÿìûå AD è DC íå ìîãóò èìåòü îáùèõ òî÷åê ñ êîíè-
êîé K, îòëè÷íûõ îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà ADC). Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà ëåæàò â îáúåäèíåíèè ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ñòîðîíû íåêîòîðîãî
íåâûðîæäåííîãî òðåóãîëüíèêà.

Óïðàæíåíèå. Òåïåðü äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âñå òî÷êè ìíî-
æåñòâà M ïðèíàäëåæàò îáúåäèíåíèþ ïðÿìûõ AB, BC è AC. Ïîñêîëüêó M
íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â îáúåäèíåíèè äâóõ ïðÿìûõ, íàéäóòñÿ òî÷êè A1, B1,
C1 íà ïðÿìûõ BC, AC, AB, ñîîòâåòñòâåííî, íå ñîâïàäàþùèå ñ âåðøèíàìè
òðåóãîëüíèêà ABC. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êè A1, B1, C1 íå ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé. Òîãäà, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M ëåæàò â
îáúåäèíåíèè ïðÿìûõ A1B1, B1C1, C1A1 è íåêîòîðîé êîíèêè, îïèñàííîé âîêðóã
òðåóãîëüíèêà A1B1C1. Ïîêàæèòå, îäíàêî, ÷òî íèêàêàÿ êîíèêà, îïèñàííàÿ âî-
êðóã òðåóãîëüíèêà A1B1C1, íå ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êè A, B è C îäíîâðåìåííî.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Óïðàæíåíèå. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè A1, B1 è C1 êîëëèíåàðíû. Áîëåå òîãî,
ìíîæåñòâî M ñîñòîèò òîëüêî èç øåñòè òî÷åê A, B, C, A1, B1 è C1. (Â ñàìîì
äåëå, åñëè áû áûëà åù¼ îäíà òî÷êà âî ìíîæåñòâå M , òî ìîæíî áûëî áû çàìå-
íèòü A1, B1 èëè C1 íà ýòó òî÷êó, è ïîëó÷èòü íåâûðîæäåííûé òðåóãîëüíèê.) Íî
â ýòîì ñëó÷àå ïÿòü òî÷åê A, B, A1, B1, C1 îïðåäåëÿþò âûðîæäåííóþ êîíèêó,
êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äðóãèõ òî÷åê ìíîæåñòâà M .

Ìû, òàêèì îáðàçîì, çàâåðøèëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Âàéçìàíà�Âèëüñîíà.
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