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Ìíîæåñòâà Ôàòó è Æþëèà

• Åñëè f : CP1 → CP1 � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî CP1

ðàçáèâàåòñÿ íà äâà âïîëíå èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâà
îòíîñèòåëüíî f : îòêðûòîå ìíîæåñòâî Ôàòó è çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî Æþëèà.

• Äèíàìèêà íà ìíîæåñòâå Ôàòó ðåãóëÿðíà. Òèïè÷íûé
ïðèìåð: âñå òî÷êè ïðèòÿãèâàþòñÿ ê ïåðèîäè÷åñêîìó öèêëó.

• Äèíàìèêà íà ìíîæåñòâå Æþëèà õàîòè÷íà, èíòåðåñíà è,
êàê ïðàâèëî, ñëîæíà. Èíòåðåñíà òàêæå òîïîëîãèÿ
ìíîæåñòâà Æþëèà.
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Ìíîæåñòâî Æþëèà ìíîãî÷ëåíà z2 − 1



Ìíîæåñòâî Æþëèà ìíîãî÷ëåíà z2 − 0.12.. + 0.74..i



Ìíîæåñòâî Æþëèà ìíîãî÷ëåíà z2 − 1.32..



Ìíîæåñòâî Æþëèà ìíîãî÷ëåíà z2 − i



Ìíîæåñòâî Æþëèà äëÿ (z2 + 2)/(z2 − 1)



Òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

• Ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ çàäàíà ÿâíîé ôîðìóëîé.

• Ïî ýòîé ôîðìóëå î÷åíü òðóäíî ïîíÿòü òîïîëîãè÷åñêóþ
äèíàìèêó.

• Î÷åíü ìàëî (íåãèïåðáîëè÷åñêèõ) ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé,
äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû ÿâíûå òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè.

• Äóàäè, Õàááàðä, Òåðñòîí: òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ z2 + c ñ ëîêàëüíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì
Æþëèà.

• Ðèñ: òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
êâàäðàòè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé.
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×åì õîðîøè òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè?

• Ëþáîå ñâîéñòâî òîïîëîãè÷åñêîé äèíàìèêè ýôôåêòèâíî
ïðîâåðÿåòñÿ.

• Ìîæíî íàéòè èíâàðèàíòíûå ñåìåéñòâà êðèâûõ, õîðîøèå
ðàçáèåíèÿ Ìàðêîâà è ò.ä.

• Íàéäåííûå ñòðóêòóðû ìîãóò îêàçàòüñÿ óñòîé÷èâûìè
îòíîñèòåëüíî ìàëûõ èçìåíåíèé ïàðàìåòðà!
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Ïðèìåð ïåðåêëåéêè

Âåòâü àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè

j(z) =
√

z2 + 1

îïðåäåëåíà íà äîïîëíåíèè ê [−i , i ]. Îíà ïåðåêëåèâàåò [−i , i ] â
[−1, 1].



Ïåðåêëåéêà: äî



Ïåðåêëåéêà: ïîñëå



Ìíîæåñòâî Æþëèà ìíîãî÷ëåíà z 7→ z2 − 3 � êàíòîðîâî
ìíîæåñòâî â R. Ïåðåêëåèì âñå äîïîëíèòåëüíûå èíòåðâàëû.
Ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå z 7→ z2 − 2, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî
Æþëèà � îòðåçîê!



Âîîáùå, ìíîãî÷ëåí z2 + c ñ ëîêàëüíî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì
Æþëèà è òîëüêî îòòàëêèâàþùèìè ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè
ìîæíî ïåðåêëåèòü â ìíîãî÷ëåí z2 + c ′ ñ êàíòîðîâûì
ìíîæåñòâîì Æþëèà.



Ïåðåêëåéêà: äî



Ïåðåêëåéêà: ïîñëå



Ïåðåêëåéêà:

• äàåò òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ øèðîêîãî êëàññà
íåãèïåðáîëè÷åñêèõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé,

• çàäàåò ÷àñòè÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè êðèâûõ è
ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåòðîâ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé,

• óñòàíàâëèâàåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ìíîæåñòâàìè Æþëèà.
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Ñóùåñòâîâàíèå òîïîëîãè÷åñêîé ïåðåêëåéêè

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è A �
ñåìåéñòâî êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ X . Ñêàæåì, ÷òî A
ñæèìàåòñÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0, òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ A èìåþò äèàìåòð > ε.

Òåîðåìà

Ïóñòü A � ñæèìàþùååñÿ ñåìåéñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ïðîñòûõ êðèâûõ â S2. Ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì

Φ : S2 −
⋃
A → S2 −

⋃
B, ïåðåêëåèâàþùèé A â äðóãîå

ñåìåéñòâî B íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ êðèâûõ.



Ñðåçû ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ

Perk(0) = {êëàññû êâàäðàòè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé f ñ
îòìå÷åííûìè êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè c1, c2, òàêèå, ÷òî
f ◦k(c1) = c1}.



Per1(0)



Per2(0)



Per3(0)



Per4(0)



• Ïóñòü k > 1, è f � êâàäðàòè÷íàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ
k-ïåðèîäè÷åñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé c1 è ñâîáîäíîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé c2.

• f � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òèïà B, åñëè c2 ëåæèò â
íåïîñðåäñòâåííîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ öèêëà c1, f (c1),
. . . f ◦k−1(c1) (íî íå â òîé æå êîìïîíåíòå).

• f � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òèïà C, åñëè c2

ïðèòÿãèâàåòñÿ ê öèêëó òî÷êè c1, íî íå ëåæèò â åãî
íåïîñðåäñòâåííîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ.

• Ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàçáèâàåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû.

• Ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû òèïîâ B è C ñîñòîÿò èç
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.
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. . . f ◦k−1(c1) (íî íå â òîé æå êîìïîíåíòå).

• f � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òèïà C, åñëè c2

ïðèòÿãèâàåòñÿ ê öèêëó òî÷êè c1, íî íå ëåæèò â åãî
íåïîñðåäñòâåííîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ.

• Ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàçáèâàåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû.

• Ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû òèïîâ B è C ñîñòîÿò èç
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.



• Ïóñòü k > 1, è f � êâàäðàòè÷íàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ
k-ïåðèîäè÷åñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé c1 è ñâîáîäíîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé c2.

• f � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òèïà B, åñëè c2 ëåæèò â
íåïîñðåäñòâåííîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ öèêëà c1, f (c1),
. . . f ◦k−1(c1) (íî íå â òîé æå êîìïîíåíòå).

• f � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òèïà C, åñëè c2

ïðèòÿãèâàåòñÿ ê öèêëó òî÷êè c1, íî íå ëåæèò â åãî
íåïîñðåäñòâåííîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ.

• Ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàçáèâàåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû.

• Ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû òèïîâ B è C ñîñòîÿò èç
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.



• Ïóñòü k > 1, è f � êâàäðàòè÷íàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ ñ
k-ïåðèîäè÷åñêîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé c1 è ñâîáîäíîé
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé c2.

• f � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òèïà B, åñëè c2 ëåæèò â
íåïîñðåäñòâåííîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ öèêëà c1, f (c1),
. . . f ◦k−1(c1) (íî íå â òîé æå êîìïîíåíòå).

• f � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ òèïà C, åñëè c2

ïðèòÿãèâàåòñÿ ê öèêëó òî÷êè c1, íî íå ëåæèò â åãî
íåïîñðåäñòâåííîé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ.

• Ìíîæåñòâî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàçáèâàåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû.

• Ãèïåðáîëè÷åñêèå êîìïîíåíòû òèïîâ B è C ñîñòîÿò èç
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ.



Òèïû ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîìïîíåíò



Òåîðåìà

Åñëè f ëåæèò íà ãðàíèöå ãèïåðáîëè÷åñêîé êîìïîíåíòû òèïà C,

íî íå íà ãðàíèöå ãèïåðáîëè÷åñêîé êîìïîíåíòû òèïà B, òî

Φ ◦ f = h ◦ Φ, ãäå h � ôóíêöèÿ èç êîìïîíåíòû òèïà C, ãðàíèöà

êîòîðîé ñîäåðæèò f , à Φ � ïåðåêëåéêà.



Òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ôóíêöèé íà ãðàíèöå

êîìïîíåíò òèïà C

• Ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòîðûå íóæíî ïåðåêëåèòü, îïðåäåëåíî
ÿâíî.

• Òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
êâàäðàòè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé èçâåñòíû (Ì. Ðèñ).



Òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ôóíêöèé íà ãðàíèöå

êîìïîíåíò òèïà C

• Ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòîðûå íóæíî ïåðåêëåèòü, îïðåäåëåíî
ÿâíî.

• Òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
êâàäðàòè÷íûõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé èçâåñòíû (Ì. Ðèñ).



Ïåðåêëåéêà: äî



Ïåðåêëåéêà: ïîñëå



Îáîáùåííàÿ ãîëîìîðôíîñòü

Ïóñòü Z � ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ
êðèâûõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Z èìååò íóëåâóþ ìåðó Ëåáåãà.
Ñêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ : C− Z → C ãîëîìîðôíî ïî

ìîäóëþ Z , åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ψ : Z → C, òàêàÿ, ÷òî∫
C−Z

Φ ∂ω =

∫
Z

Ψ ω

äëÿ âñÿêîé ãëàäêîé (1,0)-ôîðìû ω íà C ñ êîìïàêòíûì
íîñèòåëåì.



Òåîðåìà

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f : z 7→ z2 + c ñî ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì

Æþëèà, òàêîé, ÷òî êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå c äîñòèæèìî èç

îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ áåñêîíå÷íîñòè. Òîãäà äëÿ ÿâíîãî

îáúåäèíåíèÿ Z ïðîñòûõ êðèâûõ ñ íóëåâîé ìåðîé Ëåáåãà, è

ÿâíîãî êâàäðàòíîãî ìíîãî÷ëåíà g ñ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì

Æþëèà, èìååì Φ ◦ f = g ◦ Φ íà C− Z , ãäå Φ : C− Z → C
ãîëîìîðôíî ïî ìîäóëþ Z .



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 − 2: øàã 0



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 − 2: øàã 1



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 − 2: øàã 2



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 − 2: øàã 3



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 − 2: øàã 4



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 − 2: øàã 5



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 − 2: øàã 6



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 − 2: ïðåäåë



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 0



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 1



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 2



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 3



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 4



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 5



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 6



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 7



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 8



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : øàã 9



Ïåðåêëåéêà z2 − 2 â z2 + i : ïðåäåë



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 0



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 1



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 2



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 3



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 4



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 5



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 6



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 7



Ïåðåêëåéêà z2 â z2 − 2: øàã 8



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 0



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 1



Ïåðåêëåêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 2



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 3



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 4



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 5



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 6



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 7



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 8



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 9



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 10



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): øàã 11



Ïåðåêëåéêà 1/z2 â (z2 + 2)/(z2 − 1): ïðåäåë


