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Аннотаци󰑱. 󰑪аписки курса, прочитанного на Летней школе 󰯺Современна󰑱 мате-
матика󰯻 21–25 и󰑧л󰑱 2023 г.

1. Первое 󰑬ан󰑱тие, 21 и󰑧л󰑱 2023 г.

1.1. Ра󰑬биени󰑱 и диаграммы 󰑰нга. Ра󰑬биением натурал󰑭ного числа будем на-
󰑬ыват󰑭 его представление в виде суммы натурал󰑭ных слагаемых. При этом пор󰑱док
слагаемых нева󰑨ен: так, например, 2+3 и 3+2 󰯹 это одно и то 󰑨е ра󰑬биение числа
5. Поэтому эти слагаемые мо󰑨но считат󰑭 нестрого убыва󰑧щими. Вот формал󰑭ное
определение:
Определение 1.1. Ра󰑬биением натурал󰑭ного числа n на󰑬ываетс󰑱 набор натурал󰑭-
ных чисел λ = (λ1, . . . ,λk), дл󰑱 которого λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk > 0 и λ1 + · · ·+ λk = n.

Иногда удобно считат󰑭, что ра󰑬биение 󰯹 это нево󰑬раста󰑧ща󰑱 последовател󰑭ност󰑭
целых неотрицател󰑭ных чисел (λ1, . . . ,λk, . . . ), в которой все λi начина󰑱 с некото-
рого номера равны нул󰑧. Другими словами, к конечному набору λi дописываетс󰑱
бесконечный 󰯺хвост󰯻 нулей.

Ра󰑬биение мо󰑨но представл󰑱т󰑭 графически при помощи диаграмм 󰑰нга. Диа-
граммой 󰑰нга ра󰑬биени󰑱 (λ1, . . . ,λk) на󰑬ываетс󰑱 подмно󰑨ество четвертого квад-
ранта плоскости, состо󰑱щее и󰑬 единичных квадратиков. Квадратики ра󰑬меща󰑧тс󰑱 в
последовател󰑭ных строках, выровненных по левому кра󰑧, причем количество квад-
ратиков в i-той строке равно λi (таким обра󰑬ом, длина ка󰑨дой следу󰑧щей строки
не превышает длины предыдущей).
Пример 1.2. На рисунке и󰑬обра󰑨ена диаграмма 󰑰нга, соответству󰑧ща󰑱 ра󰑬бие-
ни󰑧 (7, 5, 5, 5, 2, 1) числа 25.

Отра󰑬им диаграмму 󰑰нга λ относител󰑭но диагонали (т.е. пр󰑱мой x + y = 0).
Мы получим нову󰑧 диаграмму 󰑰нга, котору󰑧 условимс󰑱 обо󰑬начат󰑭 чере󰑬 λ′ =
(λ′

1, . . . ,λ
′
m) и на󰑬ыват󰑭 сопр󰑱󰑨енной к λ (иногда её ещё на󰑬ыва󰑧т транспонирован-

ной). 󰑯сно, что λ′
i равн󰑱етс󰑱 числу компонент исходного ра󰑬биени󰑱 λ, бол󰑭ших или

равных i.
Пример 1.3. Диаграмма (6, 5, 4, 4, 4, 1, 1) 󰑱вл󰑱етс󰑱 сопр󰑱󰑨енной к диаграмме и󰑬
предыдущего примера.

Date: 5 апрел󰑱 2025 г.
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Будем обо󰑬начат󰑭 число ра󰑬биений числа n чере󰑬 p(n). Так󰑨е условимс󰑱 считат󰑭,
что p(0) = 1.

Нетрудно найти p(n) дл󰑱 мален󰑭ких 󰑬начений n (ска󰑨ем, при n ≤ 5). Они приве-
дены в следу󰑧щей таблице:

n 0 1 2 3 4 5 6
p(n) 1 1 2 3 5 7 11

Упра󰑨нение 1.4. Провер󰑭те это и дл󰑱 ка󰑨дого n ≤ 5 нарисуйте все диаграммы
󰑰нга, соответству󰑧щие ра󰑬биени󰑱м числа n.

Во󰑬никает естественный вопрос: существует ли кака󰑱-нибуд󰑭 формула, с помо-
щ󰑭󰑧 которой мо󰑨но найти p(n) дл󰑱 данного n? Ока󰑬ываетс󰑱, что простой 󰑬амкнутой
формулы дл󰑱 числа ра󰑬биений (как, например, дл󰑱 биномиал󰑭ных коэффициентов)
найти не удаетс󰑱. Однако кое-что про эту последовател󰑭ност󰑭 ска󰑬ат󰑭 все 󰑨е полу-
чаетс󰑱: а именно, мо󰑨но выписат󰑭 ее прои󰑬вод󰑱щу󰑧 функци󰑧. Этим мы сейчас и
󰑬аймемс󰑱.

1.2. Напоминание о прои󰑬вод󰑱щих функци󰑱х. В начале этого ра󰑬дела мы вкрат-
це напомним некоторые сведени󰑱 о прои󰑬вод󰑱щих функци󰑱х и формал󰑭ных степен-
ных р󰑱дах и ра󰑬берем нескол󰑭ко простых примеров их испол󰑭󰑬овани󰑱. Более подроб-
ный расска󰑬 об этом читател󰑭 мо󰑨ет найти во многих учебниках по комбинаторике.

Пуст󰑭 a0, a1, . . . , an, . . . 󰯹 прои󰑬вол󰑭на󰑱 числова󰑱 последовател󰑭ност󰑭. Рассмотрим
формал󰑭ный степенной р󰑱д от переменной q:

a0 + a1q + a2q
2 + · · ·+ anq

n + . . . . (∗)
Он на󰑬ываетс󰑱 прои󰑬вод󰑱щей функцией дл󰑱 исходной последовател󰑭ности.

󰑪амечание 1.5. Мы будем работат󰑭 с прои󰑬вод󰑱щими функци󰑱ми именно как с фор-
мал󰑭ными степенными р󰑱дами 󰯹 выра󰑨ени󰑱ми вида (∗), которые мо󰑨но представ-
л󰑱т󰑭 себе как 󰯺многочлены бесконечной степени󰯻. Такие выра󰑨ени󰑱 мо󰑨но, напри-
мер, складыват󰑭 и перемно󰑨ат󰑭 друг с другом. Отметим, что эти операции опреде-
лены корректно: ра󰑬умеетс󰑱, дл󰑱 того, чтобы сло󰑨ит󰑭 или перемно󰑨ит󰑭 два р󰑱да,
ну󰑨но прои󰑬вести бесконечное число операций, однако 󰑨е число операций, необхо-
димых дл󰑱 нахо󰑨дени󰑱 ка󰑨дого коэффициента в сумме или прои󰑬ведении, конечно.
При этом нас не будут интересоват󰑭 вопросы сходимости этих р󰑱дов при тех или
иных числовых 󰑬начени󰑱х q.

Упра󰑨нение 1.6. Пуст󰑭 A(q) = a0+a1q+a2q
2+ . . . 󰯹 формал󰑭ный степенной р󰑱д,

причем a0 ∕= 0. Дока󰑨ите, что существует р󰑱д B(q), обратный к A(q) 󰯹 т.е. такой
р󰑱д, что A(q) · B(q) = 1. Что происходит при a0 = 0?

Иногда прои󰑬вод󰑱щу󰑧 функци󰑧, выра󰑨енну󰑧 формал󰑭ным степенным р󰑱дом, по-
лучаетс󰑱 󰑬аписат󰑭 в каком-либо ином виде (ска󰑨ем, как рационал󰑭ну󰑧 функци󰑧
от q), что 󰑬ачасту󰑧 по󰑬вол󰑱ет получит󰑭 какие-то новые сведени󰑱 о последовател󰑭-
ности (a0, . . . , an, . . . ).

1.3. Ра󰑬биени󰑱 на ра󰑬личные слагаемые. Пуст󰑭 pD(n) 󰯹 число ра󰑬биений n
на попарно ра󰑬личные слагаемые (от слова “distinct”). Так, например, pD(8) = 6:
соответству󰑧щие ра󰑬биени󰑱 󰯹 это (8), (7, 1), (6, 2), (5, 3), (5, 2, 1) и (4, 3, 1).

Предло󰑨ение 1.7. Прои󰑬вод󰑱ща󰑱 функци󰑱 PD(q) =
󰁓

n≥0 pD(n)q
n представл󰑱етс󰑱

в виде бесконечного прои󰑬ведени󰑱

PD(q) = (1 + q)(1 + q2)(1 + q3) · · · =
∞󰁜

k=1

(1 + qk).
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Дока󰑬ател󰑭ство. Раскроем скобки в предыдущем выра󰑨ении и не будем приводит󰑭
подобные члены. Ка󰑨дое слагаемое тогда будет имет󰑭 вид qk1qk2 . . . qkr , где k1 <
k2 < · · · < kr: это о󰑬начает, что и󰑬 скобок с номерами ki мы в󰑬󰑱ли qki , а и󰑬 остал󰑭ных
скобок 󰯹 единицу. Тем самым оно будет отвечат󰑭 ра󰑬биени󰑧 (kr, . . . , k1) числа n =
k1 + · · ·+ kr, все части которого будут ра󰑬личны. □

󰑪амечание 1.8. 󰑪нак бесконечного прои󰑬ведени󰑱 мо󰑨ет напугат󰑭 читател󰑱, который
ранее не имел дела с этим об󰑫ектом. Однако бо󰑱т󰑭с󰑱 его следует не бол󰑭ше, чем
бесконечных р󰑱дов. Действител󰑭но, на первый в󰑬гл󰑱д ка󰑨етс󰑱, что дл󰑱 того, чтобы
представит󰑭 бесконечное прои󰑬ведение как р󰑱д, ну󰑨но 󰯺перемно󰑨ит󰑭 бесконечное
число скобок󰯻. Однако чтобы вычислит󰑭 очередной (ска󰑨ем, k-й) член этого р󰑱да,
ну󰑨но в󰑬󰑱т󰑭 тол󰑭ко конечное число (в данном случае k) первых сомно󰑨ителей 󰯹
остал󰑭ные не ока󰑨ут на коэффициент при qk никакого вли󰑱ни󰑱.

Аналогично дока󰑬ываетс󰑱 и 󰑬наменита󰑱 формула Эйлера дл󰑱 прои󰑬вод󰑱щей функ-
ции числа ра󰑬биений.

Теорема 1.9 (Л. Эйлер). Прои󰑬вод󰑱ща󰑱 функци󰑱 P (q) дл󰑱 количества ра󰑬биений
числа n 󰑬адаетс󰑱 следу󰑧щим бесконечным прои󰑬ведением:

P (q) =
󰁛

p(n)qn =
1

(1− q)(1− q2)(1− q3) . . .
=

∞󰁜

k=1

(1− qk)−1.

Дока󰑬ател󰑭ство. Выра󰑨ение дл󰑱 P (q) мо󰑨но переписат󰑭 в виде

P (q) = (1 + q + q2 + . . . )(1 + q2 + q4 + . . . )(1 + q3 + q6 + . . . ) . . .

Аналогично предыдущему, если раскрыт󰑭 скобки в правой части и не приводит󰑭 по-
добные, ка󰑨дое слагаемое будет имет󰑭 вид qk1m1qk2m2 . . . qkrmr , где k1 < k2 < · · · < kr,
а mi 󰯹 прои󰑬вол󰑭ные целые поло󰑨ител󰑭ные числа. Оно будет получат󰑭с󰑱 в ре󰑬ул󰑭-
тате в󰑬󰑱ти󰑱 и󰑬 скобки с номером ki слагаемого kimi. Такое слагаемое отвечает ра󰑬-
биени󰑧, в которое ка󰑨дое и󰑬 чисел ki входит mi ра󰑬. □

1.4. Ра󰑬биени󰑱 на нечетные и ра󰑬личные слагаемые. Вот еще одна 󰑬адача, ко-
тору󰑧 мо󰑨но решит󰑭 при помощи прои󰑬вод󰑱щих функций. Рассмотрим следу󰑧щу󰑧
󰑬адачу: скол󰑭кими способами мо󰑨но ра󰑬ло󰑨ит󰑭 число в сумму нечетных слагае-
мых? Обо󰑬начим число таких способов чере󰑬 pO(n) (от слова “odd” 󰯹 󰯺нечетный󰯻).

Например, pO(8) = 6, т.к. дл󰑱 числа 8 ест󰑭 6 таких ра󰑬биений:

7+1 = 5+3 = 5+1+1+1 = 3+3+1+1 = 3+1+1+1+1+1 = 1+1+1+1+1+1+1+1.

Мы видели, что число ра󰑬биений числа 8 на ра󰑬личные слагаемые будет тем 󰑨е.
Ока󰑬ываетс󰑱, это верно дл󰑱 л󰑧бого n.

Предло󰑨ение 1.10. pD(n) = pO(n) при л󰑧бом n.

Дока󰑬ател󰑭ство. Дока󰑨ем, что равны прои󰑬вод󰑱щие функции PO(q) =
󰁓

pO(n)q
n

и PD(q) =
󰁓

pD(n)q
n.

Рассу󰑨да󰑱 точно так 󰑨е, как и с прои󰑬вол󰑭ными ра󰑬биени󰑱ми, получаем, что
прои󰑬вод󰑱ща󰑱 функци󰑱 PO(q) =

󰁓
pO(n)q

n равн󰑱етс󰑱

PO(q) =
1

1− q
· 1

1− q3
· 1

1− q5
. . . .

Как мы убедилис󰑭 тол󰑭ко что,

PD(q) = (1 + q)(1 + q2)(1 + q3) . . .
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Дал󰑭нейшее сводитс󰑱 к чисто алгебраическим преобра󰑬овани󰑱м. Умно󰑨им и по-
делим р󰑱д PO(q) на бесконечное прои󰑬ведение (1− q2)(1− q4) . . . :

PO(q) =
1

1− q
· 1

1− q3
· 1

1− q5
· · · = 1

1− q
· 1− q2

1− q2
1

1− q3
· 1− q4

1− q4
· · · =

=
(1− q2)(1− q4)(1− q6) . . .

(1− q)(1− q2)(1− q3) . . .
= (1 + q)(1 + q2)(1 + q3) · · · = PD(q).

□
Мо󰑨но 󰑬адат󰑭 другой вопрос: пуст󰑭 мы у󰑨е 󰑬наем, что ра󰑬биений на нечетные

слагаемые стол󰑭ко 󰑨е, скол󰑭ко на ра󰑬личные. Мо󰑨но ли построит󰑭 какое-нибуд󰑭
󰯺естественное󰯻 в󰑬аимно-одно󰑬начное отобра󰑨ение (биекци󰑧) ме󰑨ду наборами таких
ра󰑬биений? Иначе говор󰑱, как сопоставит󰑭 в󰑬аимно-одно󰑬начным обра󰑬ом ка󰑨дому
ра󰑬биени󰑧 числа n на нечетные слагаемые его 󰑨е ра󰑬биение на ра󰑬личные слагае-
мые?

Мо󰑨но построит󰑭 нескол󰑭ко таких биекций. Опишем одну и󰑬 них на примере.
Пуст󰑭 дано какое-то ра󰑬биение числа на нечетные слагаемые, например, такое:

23 = 7 + 5 + 5 + 3 + 1 + 1 + 1

Рассмотрим 󰯺центрированну󰑧 диаграмму 󰑰нга󰯻 󰯹 нарисуем симметричну󰑧 отно-
сител󰑭но вертикал󰑭ной оси диаграмму (см. рис. слева), в первой строке которой
будут 7 точек, во второй и трет󰑭ей 󰯹 по 5, и так далее.

Рис. 1.1. Ра󰑬биение диаграммы 󰑰нга на кр󰑧ки

Тепер󰑭 ра󰑬об󰑭ем эту диаграмму на кр󰑧ки, как пока󰑬ано на рисунке 1.1 справа.
Мы получим ра󰑬биение числа 23 на ра󰑬личные слагаемые:

23 = 10 + 6 + 4 + 2 + 1.

Упра󰑨нение 1.11. Убедитес󰑭, что это соответствие действител󰑭но 󰑱вл󰑱етс󰑱 биек-
цией (она на󰑬ываетс󰑱 биекцией Сил󰑭вестра).

1.5. П󰑱тиугол󰑭ные числа. Рассмотрим бесконечное прои󰑬ведение, обратное к P (q).
Это прои󰑬ведение бесконечного числа двучленов:

P (q)−1 =
∞󰁜

k=1

(1− qk).

Упра󰑨нение 1.12. Вычислите первые 8 членов (до q7 вкл󰑧чител󰑭но) этого беско-
нечного прои󰑬ведени󰑱.

Эйлер вычислил первые нескол󰑭ко дес󰑱тков членов этого прои󰑬ведени󰑱, и у него
получилос󰑭 следу󰑧щее:

P (q)−1 = 1− q − q2 + q5 + q7 − q12 − q15 + q22 + q26 − q35 − q40 + . . .

󰑪дес󰑭 мо󰑨но сделат󰑭 сра󰑬у нескол󰑭ко интересных набл󰑧дений. Во-первых, видно,
что все коэффициенты этого р󰑱да равны либо 0, либо ±1, причем по мере увеличени󰑱
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степени ненулевые члены встреча󰑧тс󰑱 все ре󰑨е и ре󰑨е. Во-вторых, все члены, кроме
свободного, идут парами: два отрицател󰑭ных, два поло󰑨ител󰑭ных, потом снова два
отрицател󰑭ных и так далее. Ра󰑬ност󰑭 ме󰑨ду степен󰑱ми в паре равн󰑱етс󰑱 номеру
пары: сначала это единица (q и q2), потом два (q5 и q7), потом три (q12 и q15), и так
далее.

Наконец, последовател󰑭ност󰑭 степеней 1, 5, 12, 22, 35. . . то󰑨е была хорошо и󰑬вест-
на Эйлеру 󰯹 это так на󰑬ываемые п󰑱тиугол󰑭ные числа, которые равн󰑱󰑧тс󰑱 числу
точек в п󰑱тиугол󰑭нике, сторона которого равна 1, 2, 3. . . точкам соответственно (см.
рис. 1.2).

Рис. 1.2. П󰑱тиугол󰑭ные числа

Нетрудно видет󰑭, что m-тое п󰑱тиугол󰑭ное число равн󰑱етс󰑱 m(3m− 1)/2.
Ока󰑬ываетс󰑱, что имеет место следу󰑧щий ре󰑬ул󰑭тат. Его дока󰑬ател󰑭ство будет

получено в следу󰑧щей лекции.

Теорема 1.13 (пентагонал󰑭на󰑱 теорема Эйлера). Р󰑱д, обратный к р󰑱ду P (q) =󰁓
p(n)qn, имеет вид

P (q)−1 = 1 +
∞󰁛

m=1

(−1)m
󰀓
q

m(3m−1)
2 + q

m(3m+1)
2

󰀔
.

Мы дока󰑨ем эту теорему двум󰑱 способами. Первый будет комбинаторным; он
принадле󰑨ит ученику Сил󰑭вестра Франклину.

Дока󰑬ател󰑭ство. Выра󰑨ение (1−q)(1−q2) . . . мо󰑨но рассматриват󰑭 как прои󰑬вод󰑱-
щу󰑧 функци󰑧 дл󰑱 ра󰑬биений на ра󰑬личные слагаемые, в которой ка󰑨дое ра󰑬биение
считаетс󰑱 с весом 1 дл󰑱 ра󰑬биений на четное число частей и −1 дл󰑱 ра󰑬биений на
нечетное число частей. Тогда утвер󰑨дение теоремы состоит в том, что тех и тех ра󰑬-
биений 󰯺почти поровну󰯻: их количество отличаетс󰑱 на единицу, если вес ра󰑬биени󰑱
имеет вид n(3n±1)

2
, и равно в противном случае.

Попытаемс󰑱 построит󰑭 биекци󰑧 ме󰑨ду такими ра󰑬биени󰑱ми на четное и нечетное
число частей. Рассмотрим диаграмму 󰑰нга со строками ра󰑬личной длины и вве-
дем три ее характеристики: ℓ 󰯹 число строк, b 󰯹 длина ни󰑨ней строки (отмечена
󰑬еленым), и d 󰯹 длина 󰯺диагонали󰯻, т.е. наибол󰑭шей последовател󰑭ности клеток, ко-
торые мо󰑨но получит󰑭 и󰑬 самой правой клетки первой строки ходом слона (отметим
эти клетки 󰑨елтым).

Тепер󰑭, если d < b, удалим клетки диагонали и дорисуем их в виде новой ни󰑨ней
строки, как пока󰑬ано на следу󰑧щей диаграмме:
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Посмотрим на параметры ℓ′, b′ и d′ этой диаграммы. Дл󰑱 нее ℓ′ = ℓ + 1, b′ = d, а
d′ ≥ d. Таким обра󰑬ом, мы построили отобра󰑨ение, которое не мен󰑱ет число клеток
в диаграмме и мен󰑱ет четност󰑭 числа ее строк, при условии, что b > d. Обратите
внимание, что дл󰑱 полученной диаграммы b′ ≤ d′.

Аналогично мо󰑨но построит󰑭 отобра󰑨ение, отправл󰑱󰑧щее диаграмму, у которой
b ≤ d, в диаграмму, у которой b′ > d′: действител󰑭но, достаточно отре󰑬ат󰑭 ни󰑨н󰑧󰑧
строку и приставит󰑭 ее в виде диагонали. Таким обра󰑬ом, полученное отобра󰑨ение
будет инвол󰑧цией.

Оно будет определено на 󰯺почти всех󰯻 диаграммах. Те диаграммы, на которых
оно определено не будет, соответству󰑧т случа󰑱м, когда ℓ = d = b и ℓ = d = b − 1
(при ℓ = 4 они и󰑬обра󰑨ены на рисунке ни󰑨е).

󰑯сно, что эти диаграммы будут состо󰑱т󰑭 и󰑬 ℓ2 + ℓ(ℓ−1)
2

= ℓ(3ℓ−1)
2

и ℓ2 + ℓ(ℓ+1)
2

= ℓ(3ℓ+1)
2

клеток соответственно и входит󰑭 с весом, равным (−1)ℓ. Это дока󰑬ывает пентаго-
нал󰑭ну󰑧 теорему Эйлера. □

Второй способ мы ра󰑬берем на следу󰑧щем 󰑬ан󰑱тии. Дл󰑱 него нам потребуетс󰑱
то󰑨дество 󰑯коби дл󰑱 тройного прои󰑬ведени󰑱.
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2. Второе 󰑬ан󰑱тие, 22 и󰑧л󰑱 2023 г.

2.1. Подсчет числа ра󰑬биений с помощ󰑭󰑧 пентагонал󰑭ной теоремы. В каче-
стве следстви󰑱 пентагонал󰑭ной теоремы Эйлера пока󰑨ем, как с ее помощ󰑭󰑧 мо󰑨но
выписат󰑭 рекуррентное соотношение дл󰑱 числа ра󰑬биений.

Перемно󰑨ив р󰑱ды P (q) и P (q)−1, мы получим единицу. Поэтому
󰀓󰁛

p(k)qk
󰀔󰀣

1 +
∞󰁛

m=1

(−1)m
󰀓
q

m(3m−1)
2 + q

m(3m+1)
2

󰀔󰀤
= 1.

С одной стороны, коэффициент при qn дл󰑱 n > 0 в прои󰑬ведении P (q)P (q)−1 равен
нул󰑧.

С другой стороны, если
󰁓

anq
n и

󰁓
bmq

m 󰯹 два степенных р󰑱да. то коэффициент
при qk в их прои󰑬ведении равн󰑱етс󰑱 akb0 + ak−1b1 + · · ·+ a0bk =

󰁓
ak−ibi. Выпишем,

чему равен коэффициент при qn в левой части, и тем самым найдем соотношение на
числа ра󰑬биений p(n):

p(n) +
∞󰁛

m=1

(−1)m (p(n−m(3m− 1)/2) + p(n−m(3m+ 1)/2)) = 0

(󰑬дес󰑭 мы считаем, что p(k) = 0 при k < 0). Перенесем все, кроме первого слагаемого,
в праву󰑧 част󰑭, и получим, что

p(n) =
∞󰁛

m=1

(−1)m+1 (p(n−m(3m− 1)/2) + p(n−m(3m+ 1)/2)) .

Это рекуррентное соотношение, глубина которого посто󰑱нно увеличиваетс󰑱. Выпи-
шем его при 6 ≤ n ≤ 12 и с его помощ󰑭󰑧 найдем соответству󰑧щие p(n).

p(6) = p(5) + p(4)− p(1) = 7 + 5− 1 = 11;

p(7) = p(6) + p(5)− p(2)− p(0) = 11 + 7− 2− 1 = 15;

p(8) = p(7) + p(6)− p(3)− p(1) = 15 + 11− 3− 1 = 22;

p(9) = p(8) + p(7)− p(4)− p(2) = 22 + 15− 5− 2 = 30;

p(10) = p(9) + p(8)− p(5)− p(3) = 30 + 22− 7− 3 = 42;

p(11) = p(10) + p(9)− p(6)− p(4) = 42 + 30− 11− 5 = 56;

p(12) = p(11) + p(10)− p(7)− p(5) + p(0) = 56 + 42− 15− 7 + 1 = 77.

2.2. То󰑨дество 󰑯коби дл󰑱 тройного прои󰑬ведени󰑱.

Теорема 2.1 (То󰑨дество 󰑯коби дл󰑱 тройного прои󰑬ведени󰑱).
∞󰁜

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk−1)(1− qk) =
+∞󰁛

j=−∞

q
j(j+1)

2 xj.

Дока󰑬ател󰑭ство. Рассмотрим бесконечное прои󰑬ведение

f(x) =
∞󰁜

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk−1).

Его мо󰑨но рассматриват󰑭 как р󰑱д Лорана по x:

f(x) =
∞󰁛

n=−∞
an(q)x

n,
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коэффициенты которого an(q) сут󰑭 формал󰑭ные степенные р󰑱ды от q.
Легко видет󰑭, что f(xq) = x−1q−1f(x) (это рутинна󰑱 проверка).
Отс󰑧да следует, что an(q)q

n+1 = an+1(q) дл󰑱 л󰑧бого n ∈ Z. Тем самым все члены
an(q) мо󰑨но выра󰑬ит󰑭, 󰑬на󰑱 a0(q): действител󰑭но,

a1(q) = qa0(q); a2(q) = q2a1(q) = q3a0(q), . . . , an(q) = qnan−1(q) = · · · = q1+2+···+na0(q)

дл󰑱 поло󰑨ител󰑭ных n; дл󰑱 отрицател󰑭ных n то 󰑨е равенство провер󰑱етс󰑱 аналогич-
но. Итак, имеем равенство

f(x) = a0(q)
󰁛

n∈Z

qn(n+1)/2xn.

Осталос󰑭 вычислит󰑭 a0(q). Этот коэффициент равен свободному члену в выра󰑨е-
нии

(1 + xq)(1 + xq2)(1 + xq3) . . . (1 + x−1)(1 + x−1q)(1 + x−1q2) . . . .

Пуст󰑭 a0(q) равен
a0(q) =

󰁛

n≥0

bnq
n.

Аналогично рассу󰑨дени󰑱м с прошлого 󰑬ан󰑱ти󰑱 получаем, что коэффициент bn этого
р󰑱да ест󰑭 число способов представит󰑭 число n в виде суммы нескол󰑭ких ра󰑬личных
элементов мно󰑨ества {1, 2, 3, . . . } и такого 󰑨е числа ра󰑬личных элементов мно󰑨ества
{0, 1, 2, . . . }.

Осталос󰑭 󰑬аметит󰑭, что bn ест󰑭 не что иное, как число ра󰑬биений p(n). Действи-
тел󰑭но, такому представлени󰑧 числа n мо󰑨но сопоставит󰑭 диаграмму 󰑰нга, 󰯺руки󰯻
которой (фрагменты строк от диагонали до правого кра󰑱 диаграммы, вкл󰑧ча󰑱 диа-
гонал󰑭) сут󰑭 элементы мно󰑨ества {1, 2, 3, . . . }, а 󰯺ноги󰯻 (т.е. фрагменты столбцов
от диагонали до ни󰑨него кра󰑱, искл󰑧ча󰑱 клетку на диагонали) 󰯹 это элементы и󰑬
{0, 1, 2, . . . }. Поэтому

a0(q) =
∞󰁜

k=1

(1− qk)−1 = P (q),

и следовател󰑭но,
∞󰁜

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk−1) =
∞󰁜

k=1

(1− qk)−1

∞󰁛

n=−∞
xnq

n(n+1)
2 .

Поделив обе части равенства на P (q), получаем то󰑨дество 󰑯коби дл󰑱 тройного про-
и󰑬ведени󰑱.

□

2.3. Второе дока󰑬ател󰑭ство пентагонал󰑭ной теоремы. В этом ра󰑬деле мы вы-
ведем пентагонал󰑭ну󰑧 теорему Эйлера и󰑬 то󰑨дества 󰑯коби дл󰑱 тройного прои󰑬веде-
ни󰑱. Дл󰑱 этого сделаем 󰑬амену переменной в то󰑨дестве 󰑯коби: подставим q3 вместо
q.

∞󰁜

k=1

(1 + xq3k)(1 + x−1q3k−3)(1− q3k) =
+∞󰁛

j=−∞

q
3j2+3j

2 xj.

Тепер󰑭 поло󰑨им x = −q−1. Получим, что
∞󰁜

k=1

(1− q3k−1)(1− q3k−2)(1− q3k) =
+∞󰁛

j=−∞

(−1)jq
3j2+j

2 .
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А это и ест󰑭 пентагонал󰑭на󰑱 теорема Эйлера:
∞󰁜

k=1

(1− qk) = 1 +
∞󰁛

j=1

(−1)j
󰀓
q

j(3j−1)
2 + q

j(3j+1)
2

󰀔
.

2.4. То󰑨дество 󰑯коби. Следу󰑧щее равенство 󰯹 это еще одно следствие то󰑨дества
дл󰑱 тройного прои󰑬ведени󰑱. Оно так󰑨е принадле󰑨ит 󰑯коби.

Теорема 2.2. Имеет место равенство
∞󰁜

k=1

(1− qk)3 =
∞󰁛

n=0

(−1)n(2n+ 1)q
n(n+1)

2

Дока󰑬ател󰑭ство. Ест󰑭 искушение подставит󰑭 в то󰑨дество 󰑯коби x = −1. В левой
части получитс󰑱 что-то очен󰑭 похо󰑨ее на прои󰑬ведение

󰁔
(1− qk), однако не совсем:

там будет еще сомно󰑨ител󰑭 (1− q0), что равно нул󰑧.
Поэтому будем действоват󰑭 немного иначе. Поделим обе части то󰑨дества 󰑯коби

на 1 + x−1. Лева󰑱 част󰑭 ока󰑨етс󰑱 равной

1

1 + x−1

∞󰁜

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk−1)(1− qk) =
∞󰁜

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk)(1− qk).

Права󰑱 󰑨е част󰑭 будет равна

1

1 + x−1

∞󰁛

n=−∞
q

n(n+1)
2 xn =

1

1 + x−1

∞󰁛

n=0

q
n(n+1)

2 (xn + x−n−1) =

=
∞󰁛

n=0

q
n(n+1)

2
xn + x−n−1

1 + x−1
=

∞󰁛

n=0

q
n(n+1)

2 (xn − xn−1 + · · ·+ x−n).

Тепер󰑭 у󰑨е мо󰑨но подставит󰑭 x = −1. Поскол󰑭ку последн󰑱󰑱 сумма равна (−1)n(2n+
1), получаем требуемое равенство. □
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3. Трет󰑭е 󰑬ан󰑱тие, 24 и󰑧л󰑱 2023 г.

3.1. Сравнение Рамануд󰑨ана по модул󰑧 5. С помощ󰑭󰑧 теорем Эйлера и 󰑯коби
пока󰑨ем, что p(5k+4) ≡ 0 mod 5 при л󰑧бом k. Впервые это, по-видимому, 󰑬аметил
Рамануд󰑨ан.

Теорема 3.1. При л󰑧бом k имеет место сравнение p(5k + 4) ≡ 0 mod 5.

Дока󰑬ател󰑭ство. Введем следу󰑧щие обо󰑬начени󰑱:

E(q) =
󰁜

k≥1

(1− qk) =
󰁛

n∈Z

(−1)nq
n(3n−1)

2

и
J(q) =

󰁜

k≥1

(1− qk)3 =
󰁛

n≥0

(−1)n(2n+ 1)q
n(n+1)

2 .

󰑪аметим, что n(3n±1)
2

дает по модул󰑧 5 остатки 0, 1 или 2. Поэтому

E(q) = E0(q) + E1(q) + E2(q),

где Ek(q) 󰯹 это сумма всево󰑬мо󰑨ных мономов anq
n, вход󰑱щих в E(q), дл󰑱 которых

n ≡ k mod 5.
Аналогично n(n+1)

2
дает по модул󰑧 5 остатки 0, 1 и 2, и поэтому J(q) = J0+J1+J2.

Но когда n(n+1)
2

≡ 2 mod 5, имеет место сравнение 2n+ 1 ≡ 0 mod 5. Поэтому если
привести коэффициенты J(q) по модул󰑧 5, слагаемое J2 обратитс󰑱 в нул󰑭.

Итак, 󰑬апишем P (q) следу󰑧щим обра󰑬ом:

P (q) =
1

E(q)
=

E(q)J(q)

E5(q)
.

Однако по 󰯺ленивому биному Н󰑭󰑧тона󰯻 (1 − q)5 = 1 − q5 и аналогично (1 − qk)5 =
1− q5k. Поэтому E5(q) = E(q5). 󰑪начит,

P (q) =
(E0 + E1 + E2)(J0 + J1)

E(q5)
=

E0J0 + E0J1 + E1J0 + E1J1 + E2J0 + E2J1
E(q5)

.

Поэтому коэффициенты при степен󰑱х q, сравнимых с 4 по модул󰑧 5, равны нул󰑧. □

Мо󰑨но действоват󰑭 иначе: начат󰑭 с того, что P (q) = E9(q)/E10(q) = J3(q)/E2(q5),
и 󰑬аметит󰑭, что J3 = J3

0 +3J2
0J2+3J0J

2
1 + J3

1 так󰑨е содер󰑨ит тол󰑭ко члены, степен󰑭
которых сравнима с 0, 1, 2 и 3 по модул󰑧 5.

󰑪адача 3.1. Дока󰑨ите второе сравнение Рамануд󰑨ана: p(7k + 5) ≡ 0 mod 7.

󰑪адача 3.2 (*). Дока󰑨ите трет󰑭е сравнение Рамануд󰑨ана: p(11k + 6) ≡ 0 mod 11.

Втора󰑱 󰑬адача требует существенно бол󰑭ше вычислений, но в целом обе они ре-
ша󰑧тс󰑱 теми 󰑨е методами, что и дл󰑱 5.

3.2. Асимптотическое поведение p(n). Асимптотическое поведение функции p(n)
описываетс󰑱 следу󰑧щей теоремой, дока󰑬анной в 1918 г. Г. Харди и С. Рамануд󰑨аном
и не󰑬ависимо в 1920 г. российско-американским математиком 󰑯. В. Успенским:

Теорема 3.2. Имеет место асимптотическое равенство

p(n) ∼ 1

4π
√
3
eπ
√

2n
3 при n → ∞.
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Это сло󰑨ный ре󰑬ул󰑭тат, требу󰑧щий тонкого применени󰑱 методов комплексного
анали󰑬а. Его 󰯺элементарное󰯻 (т.е. не требу󰑧щее комплексно-аналитических мето-
дов) дока󰑬ател󰑭ство было предло󰑨ено в 1942 г. П. Эрдёшем; оно так󰑨е достаточно
непросто. Прочест󰑭 его мо󰑨но, например, в книге Melvin B. Nathanson, Elementary
methods in number theory (Springer, 2000).

Мы дока󰑨ем 󰑬начител󰑭но более слабу󰑧 верси󰑧 этой теоремы. Наше дока󰑬ател󰑭-
ство следует об󰑬ору Игор󰑱 Пака: Igor Pak. Partition bijections: a survey (ра󰑬дел 9.6).

Теорема 3.3. Существу󰑧т такие числа 0 < a < c, дл󰑱 которых

ea
√
n < p(n) < ec

√
n.

Более того, мо󰑨но в󰑬󰑱т󰑭 c = π
󰁴

2
3
.

Дока󰑬ател󰑭ство. Ни󰑨н󰑧󰑧 оценку дока󰑬ат󰑭 несло󰑨но: работает груба󰑱 оценка при
помощи биномиал󰑭ного коэффициента. Итак, пуст󰑭 pk(n) 󰯹 число ра󰑬биений на не
более чем k частей. Имеет место неравенство

k!pk(n) >

󰀕
n+ k − 1

k − 1

󰀖
.

Действител󰑭но, права󰑱 част󰑭 󰯹 это число ра󰑬биений n на k упор󰑱доченных слагае-
мых, которым ра󰑬решаетс󰑱 быт󰑭 нулевыми (в кру󰑨ковской практике эта формула
и󰑬вестна как 󰯺шары и перегородки󰯻). Лева󰑱 󰯹 это всево󰑬мо󰑨ные упор󰑱дочени󰑱 k
частей ра󰑬биени󰑱 числа n.

󰑪аменим бином на старший член соответству󰑧щего многочлена от n, а pk(n) на
p(n):

k!p(n) >
nk−1

(k − 1)!
.

Во󰑬󰑭мем k = ⌊
√
n⌋. Пока󰑨ем, что p(n) > nk−1/(k!)2. Дл󰑱 этого воспол󰑭󰑬уемс󰑱

формулой Стирлинга:

k! ≃
√
2πk

kk

ek
.

Получаем, что неравенство, которое нам требуетс󰑱 дока󰑬ат󰑭 󰯹 это

p(n) >
k2k−2e2k

2πk2k+1
=

e2
√
n

n3/2
,

откуда и вытекает требуема󰑱 оценка сни󰑬у.
Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства верхней оценки начнем со следу󰑧щих равенств:

np(n) =
n󰁛

r=1

r
󰁛

λ⊢n

mr(λ) =
n󰁛

r=1

r

⌊n/r⌋󰁛

m=1

p(n−mr).

󰑪дес󰑭 чере󰑬 mr(λ) обо󰑬начаетс󰑱 число строк длины r, вход󰑱щих в ра󰑬биение λ.
Первое равенство дока󰑬ываетс󰑱 при помощи подсчета двум󰑱 способами общего

числа клеточек во всех диаграммах, отвеча󰑧щих ра󰑬биени󰑱м числа n. Этих клеточек
np(n); с другой стороны, мо󰑨но просуммироват󰑭 длины строк данной длины по всем
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диаграммам и в󰑬󰑱т󰑭 сумму по длинам строк. Второе равенство дока󰑬ываетс󰑱 так:
󰁛

λ⊢n

mr(λ) = |{λ ⊢ n : mr(λ) = 1}|+ 2 |{λ ⊢ n : mr(λ) = 2}|

+ 3 |{λ ⊢ n : mr(λ) = 3}|+ . . .

= |{λ ⊢ n : mr(λ) ≥ 1}|+ |{λ ⊢ n : mr(λ) ≥ 2}|
+ |{λ ⊢ n : mr(λ) ≥ 3}|+ . . .

=p(n− r) + p(n− 2r) + p(n− 3r) . . .

Получив это рекуррентное соотношение, воспол󰑭󰑬уемс󰑱 индукцией по n. Предполо-
󰑨им, что p(k) < ec

√
k при всех k < n, где c = π

󰁴
2
3
. Испол󰑭󰑬уем это соотношение дл󰑱

дока󰑬ател󰑭ства индуктивного перехода:

np(n) <
n󰁛

r=1

⌊n/r⌋󰁛

m=1

rec
√
n−mr < ec

√
n

∞󰁛

r=1

∞󰁛

m=1

re(−cm/2
√
n)r

󰑪дес󰑭 мы воспол󰑭󰑬овалис󰑭 оценкой дл󰑱 квадратного корн󰑱:

c
√
n−mr = c

√
n

󰁵
1− mr

n
< c

√
n
󰀓
1− mr

2n

󰀔
= c

√
n− cmr

2
√
n
.

󰑪аметим, что
󰁓∞

1 rtr = t/(1 − t)2 и e−x/ (1− e−x)
2
< 1

x2 при всех x ∈ R. Отс󰑧да
получаетс󰑱, что:

p(n) <
ec

√
n

n

∞󰁛

m=1

e−cm/2
√
n

󰀃
1− e−cm/2

√
n
󰀄2 <

ec
√
n

n

∞󰁛

m=1

4n

c2m2
= ec

√
n 4

c2

󰀕
π2

6

󰀖
= ec

√
n.

󰑪дес󰑭 мы испол󰑭󰑬овали и󰑬вестное равенство дл󰑱 ζ(2), а именно:
󰁓∞

m=1
1
m2 = π2

6
. Оцен-

ка сверху дока󰑬ана. □
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4. Четвертое 󰑬ан󰑱тие, 25 и󰑧л󰑱 2023 г.

4.1. То󰑨дества Род󰑨ерса–Рамануд󰑨ана. Цел󰑭 этой лекции 󰯹 дока󰑬ат󰑭 следу-
󰑧щие два то󰑨дества. Они на󰑬ыва󰑧тс󰑱 то󰑨дествами Род󰑨ерса–Рамануд󰑨ана. Они
были дока󰑬аны Род󰑨ерсом еще в XIX веке, потом Рамануд󰑨ан их переоткрыл, и в
1919 году они опубликовали с Род󰑨ерсом совместну󰑧 стат󰑭󰑧. Не󰑬ависимо эти то󰑨-
дества были дока󰑬аны Исайей Шуром в 1917 году; ему принадле󰑨ит приводимое
󰑬дес󰑭 комбинаторное дока󰑬ател󰑭ство. По существу оно 󰑱вл󰑱етс󰑱 модификацией би-
екции Франклина (см. первое 󰑬ан󰑱тие).

Мы будем следоват󰑭 упоминавшемус󰑱 выше об󰑬ору Игор󰑱 Пака. Дока󰑬ател󰑭ство
Род󰑨ерса–Рамануд󰑨ана мо󰑨но прочест󰑭, например, в книге: David M. Bressoud,
Proofs and confirmations (AMS, 2000; в и󰑬дател󰑭стве МЦНМО скоро выйдет русский
перевод).

Теорема 4.1 (Род󰑨ерс–Рамануд󰑨ан, Шур). Име󰑧т место следу󰑧щие то󰑨дества:

1 +
∞󰁛

k=1

qk
2

(1− q) (1− q2) · · · (1− qk)
=

∞󰁜

i=0

1

(1− q5i+1) (1− q5i+4)
, (∗)

1 +
∞󰁛

k=1

qk(k+1)

(1− q) (1− q2) · · · (1− qk)
=

∞󰁜

i=0

1

(1− q5i+2) (1− q5i+3)
. (∗∗)

Два этих то󰑨дества очен󰑭 похо󰑨и, так что мы будем дока󰑬ыват󰑭 первое, оставив
второе читател󰑧 в качестве упра󰑨нени󰑱. Но сперва ра󰑬беремс󰑱, что они о󰑬нача󰑧т.

Права󰑱 част󰑭 то󰑨дества (∗) 󰯹 это прои󰑬вод󰑱ща󰑱 функци󰑱 дл󰑱 числа ра󰑬биений в
сумму слагаемых, равных ±1 по модул󰑧 5. Обо󰑬начим мно󰑨ество таких ра󰑬биений
числа n чере󰑬 An.

Далее, введем еще два мно󰑨ества ра󰑬биений. Пуст󰑭 Bn обо󰑬начает мно󰑨ество ра󰑬-
биений n на части, л󰑧бые две и󰑬 которых отлича󰑧тс󰑱 хот󰑱 бы на 2 (будем говорит󰑭,
что у такой диаграммы существенно ра󰑬личные строки). Наконец, пуст󰑭 Cn 󰯹 мно-
󰑨ество таких ра󰑬биений λ числа n, дл󰑱 которых последн󰑱󰑱 строка b(λ) не мен󰑭ше,
чем число строк ℓ(λ).

󰑯сно, что прои󰑬вод󰑱ща󰑱 функци󰑱 дл󰑱 мощностей мно󰑨еств Cn 󰯹 это лева󰑱 част󰑭
равенства (∗).
Лемма 4.2. Ра󰑬биений во мно󰑨ествах Bn и Cn поровну.

Дока󰑬ател󰑭ство. Построим 󰑱вну󰑧 биекци󰑧 ме󰑨ду этими мно󰑨ествами. Она и󰑬об-
ра󰑨ена на рисунке ни󰑨е.

↔

□
Лемма 4.3. Имеет место равенство

∞󰁜

r=0

1

(1− q5r+1) (1− q5r+4)
=

∞󰁛

m=−∞
(−1)mq

m(5m−1)
2

∞󰁜

i=1

1

(1− qi)
.

Дока󰑬ател󰑭ство. Это следствие то󰑨дества 󰑯коби дл󰑱 тройного прои󰑬ведени󰑱. Дей-
ствител󰑭но, сделаем 󰑬амену q 󰀁→ q5 и подставим x = −q−3. Получим, что

∞󰁜

r=1

(1− q5r−3)(1− q5r−2)(1− q5r) =
∞󰁛

m=−∞
(−q2)mq

5m(m+1)
2 .
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Домно󰑨ив обе части на эйлеровску󰑧 прои󰑬вод󰑱щу󰑧 функци󰑧
󰁔
(1− qk)−1, получим

требуемое. □

Таким обра󰑬ом, получаетс󰑱, что то󰑨дество (∗) эквивалентно следу󰑧щему равен-
ству:

󰀣 ∞󰁜

i=1

(1− qi)

󰀤󰀣
1 +

∞󰁛

k=1

qk
2

(1− q) (1− q2) · · · (1− qk)

󰀤
=

∞󰁛

m=−∞
(−1)mq

m(5m−1)
2 . (∗ ∗ ∗)

А его мы у󰑨е дока󰑨ем комбинаторно.

4.2. Биекци󰑱 Шура. Дл󰑱 начала введем некоторые обо󰑬начени󰑱. Пуст󰑭 Dn 󰯹 мно-
󰑨ество ра󰑬биений n на ра󰑬личные слагаемые, и D = ∪∞

n=1Dn. Далее, пуст󰑭 B =
∪∞

n=1Bn. Наконец, пуст󰑭 R = D × B 󰯹 мно󰑨ество пар и󰑬 диаграммы 󰑰нга с ра󰑬-
личными строками λ и диаграммы с существенно ра󰑬личными строками µ, и пуст󰑭
Rn = {(λ, µ) | |λ|+ |µ| = n} 󰯹 мно󰑨ество пар таких диаграмм с суммарным весом n.

󰑪наком пары (λ, µ) будем на󰑬ыват󰑭 (−1)ℓ(λ), т.е. четност󰑭 числа строк диаграм-
мы λ.

Наша 󰑬адача 󰯹 построит󰑭 биекци󰑧 α на мно󰑨естве Rn, котора󰑱 мен󰑱ет 󰑬нак
дл󰑱 всех пар, не 󰑱вл󰑱󰑧щихс󰑱 неподви󰑨ными. Сначала определим мно󰑨ество непо-
дви󰑨ных точек биекции следу󰑧щим обра󰑬ом: это будут пары диаграмм (λ, µ), где
λ = (2m − 1, 2m − 2, . . . ,m) и µ = (2m − 1, 2m − 3, . . . , 3, 1), а так󰑨е λ = (2m, 2m −
1, . . . ,m+ 1) и µ = (2m− 1, 2m− 3, . . . , 3, 1) (на рисунке ни󰑨е эти пары и󰑬обра󰑨ены
при m = 4). Обратите внимание, что λ в этой биекции 󰯹 это в точности неподви󰑨ные
точки биекции Франклина.

Введем следу󰑧щие обо󰑬начени󰑱. Обо󰑬начим чере󰑬 a(λ), ℓ(λ), b(λ) и d(λ) соответ-
ственно число столбцов диаграммы λ, ее строк, столбцов, длину ни󰑨ней строки и
диагонали (начина󰑧щейс󰑱 от самой правой клетки вни󰑬-влево ходом слона). Далее,
чере󰑬 u(µ) будем обо󰑬начат󰑭 󰯺косу󰑧 диагонал󰑭󰯻 диаграммы µ, так󰑨е начина󰑧щу󰑧с󰑱
от самой правой клетки первой строки и идущей вни󰑬-влево, но у󰑨е ходом кон󰑱.

Тепер󰑭 построим биекци󰑧 на остал󰑭ных парах диаграмм (λ, µ). Дл󰑱 этого рас-
смотрим нескол󰑭ко случаев.

Во-первых, пуст󰑭 a(λ) > a(µ) + 2. Тогда во󰑬󰑭мем перву󰑧 строку λ1 диаграммы λ,
отре󰑨ем и приклеим к µ сверху. 󰑯сно, что в ре󰑬ул󰑭тате этого суммарна󰑱 площад󰑭
диаграмм не и󰑬менитс󰑱, но четност󰑭 количества строк λ помен󰑱етс󰑱, т.к. число строк
умен󰑭шитс󰑱 на 1. Обратно, если a(λ) < a(µ), отре󰑨ем перву󰑧 строку диаграммы µ
и приклеим ее к λ.

Оста󰑧тс󰑱 случаи, когда a(λ) = a(µ) и a(λ) = a(µ) + 1. Обо󰑬начим их чере󰑬 R0
n и

R1
n и будем строит󰑭 биекци󰑧 ме󰑨ду этими мно󰑨ествами (󰑬а вычетом неподви󰑨ных

точек, определенных выше). Мы построим отобра󰑨ение и󰑬 R1
n в R0

n. Итак, пуст󰑭
(λ, µ) ∈ R1

n. Наше отобра󰑨ение будет уравниват󰑭 длины первых строк этих диа-
грамм и мен󰑱т󰑭 число строк у диаграммы λ на один. Рассмотрим три числа: b(λ),
d(λ) и u(µ). Во󰑬󰑭мем наимен󰑭шее и󰑬 них; три эти во󰑬мо󰑨ности будут определ󰑱т󰑭
три случа󰑱.

Случай 1. Пуст󰑭 d(λ) < b(λ) и d(λ) ≤ u(µ). Тогда подействуем на λ биекцией Франклина:
отре󰑨ем у λ диагонал󰑭 и переставим ее в качестве ни󰑨ней строки. Число
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строк у λ увеличитс󰑱 на один, а длины первых строк у λ и µ сравн󰑱󰑧тс󰑱.

Случай 2. Пуст󰑭 b(λ) ≤ d(λ) и b(λ) ≤ u(µ). Тогда ни󰑨н󰑧󰑧 строку и󰑬 λ мо󰑨но отре󰑬ат󰑭
и переставит󰑭 в качестве косой диагонали в µ. Число строк у λ умен󰑭шитс󰑱
на один, а длины первых строк у λ и µ сравн󰑱󰑧тс󰑱.

Случай 3. Пуст󰑭 u(µ) < d(λ) и u(µ) ≤ b(λ). Тогда во󰑬󰑭мем у λ перву󰑧 строку, а у
µ косу󰑧 диагонал󰑭. 󰑪атем одновременно переставим перву󰑧 строку и󰑬 λ в
качестве первой строки в µ, а косу󰑧 диагонал󰑭 и󰑬 µ поставим в качестве диа-
гонали к λ (это будет во󰑬мо󰑨но, т.к. в ре󰑬ул󰑭тате отре󰑬ани󰑱 первой строки
d(λ) умен󰑭шитс󰑱 на один, а неравенство u(µ) < d(λ) строгое). У получив-
шихс󰑱 пар диаграмм будут следу󰑧щие характеристики: a(λ′) = a(µ′) = a(λ),
d(λ′) = u(µ), u(µ′) > u(µ).

Это отобра󰑨ение нетрудно обратит󰑭, так что оно будет биекцией ме󰑨ду R0
n и R1

n.
Тем самым построено инвол󰑧тивное отобра󰑨ение на R, неподви󰑨ными точками ко-
торого 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 пары диаграмм суммарного веса m(5m−1)

2
и m(5m+1)

2
, которые берутс󰑱

с весом (−1)m. Это дока󰑬ывает равенство (∗∗∗), а оно, как мы видели, эквивалентно
первому то󰑨деству Род󰑨ерса–Рамануд󰑨ана (∗).

󰑪адача 4.1. Действу󰑱 аналогично, дока󰑨ите второе то󰑨дество Род󰑨ерса–Раману-
д󰑨ана (∗∗).
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