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Е. . Смирнов

Аннотаци. аписки курса, прочитанного на Летней школе Современна мате-
матика 21–25 ил 2023 г.

1. Первое антие, 21 ил 2023 г.

1.1. Рабиени и диаграммы нга. Рабиением натуралного числа будем на-
ыват его представление в виде суммы натуралных слагаемых. При этом пордок
слагаемых неваен: так, например, 2+3 и 3+2  это одно и то е рабиение числа
5. Поэтому эти слагаемые моно считат нестрого убыващими. Вот формалное
определение:
Определение 1.1. Рабиением натуралного числа n наываетс набор натурал-
ных чисел λ = (λ1, . . . ,λk), дл которого λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk > 0 и λ1 + · · ·+ λk = n.

Иногда удобно считат, что рабиение  это неворастаща последователност
целых неотрицателных чисел (λ1, . . . ,λk, . . . ), в которой все λi начина с некото-
рого номера равны нул. Другими словами, к конечному набору λi дописываетс
бесконечный хвост нулей.

Рабиение моно представлт графически при помощи диаграмм нга. Диа-
граммой нга рабиени (λ1, . . . ,λk) наываетс подмноество четвертого квад-
ранта плоскости, состощее и единичных квадратиков. Квадратики рамещатс в
последователных строках, выровненных по левому кра, причем количество квад-
ратиков в i-той строке равно λi (таким обраом, длина кадой следущей строки
не превышает длины предыдущей).
Пример 1.2. На рисунке иобраена диаграмма нга, соответствуща рабие-
ни (7, 5, 5, 5, 2, 1) числа 25.

Отраим диаграмму нга λ относително диагонали (т.е. прмой x + y = 0).
Мы получим нову диаграмму нга, котору условимс обоначат чере λ′ =
(λ′

1, . . . ,λ
′
m) и наыват сопренной к λ (иногда её ещё наыват транспонирован-

ной). сно, что λ′
i равнетс числу компонент исходного рабиени λ, болших или

равных i.
Пример 1.3. Диаграмма (6, 5, 4, 4, 4, 1, 1) влетс сопренной к диаграмме и
предыдущего примера.

Date: 5 апрел 2025 г.
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Будем обоначат число рабиений числа n чере p(n). Таке условимс считат,
что p(0) = 1.

Нетрудно найти p(n) дл маленких начений n (скаем, при n ≤ 5). Они приве-
дены в следущей таблице:

n 0 1 2 3 4 5 6
p(n) 1 1 2 3 5 7 11

Упранение 1.4. Проверте это и дл кадого n ≤ 5 нарисуйте все диаграммы
нга, соответствущие рабиеним числа n.

Воникает естественный вопрос: существует ли кака-нибуд формула, с помо-
щ которой моно найти p(n) дл данного n? Окаываетс, что простой амкнутой
формулы дл числа рабиений (как, например, дл биномиалных коэффициентов)
найти не удаетс. Однако кое-что про эту последователност скаат все е полу-
чаетс: а именно, моно выписат ее проиводщу функци. Этим мы сейчас и
аймемс.

1.2. Напоминание о проиводщих функцих. В начале этого радела мы вкрат-
це напомним некоторые сведени о проиводщих функцих и формалных степен-
ных рдах и раберем несколко простых примеров их исполовани. Более подроб-
ный расска об этом читател моет найти во многих учебниках по комбинаторике.

Пуст a0, a1, . . . , an, . . .  проиволна числова последователност. Рассмотрим
формалный степенной рд от переменной q:

a0 + a1q + a2q
2 + · · ·+ anq

n + . . . . (∗)
Он наываетс проиводщей функцией дл исходной последователности.

амечание 1.5. Мы будем работат с проиводщими функцими именно как с фор-
малными степенными рдами  выраеними вида (∗), которые моно представ-
лт себе как многочлены бесконечной степени. Такие выраени моно, напри-
мер, складыват и перемноат друг с другом. Отметим, что эти операции опреде-
лены корректно: раумеетс, дл того, чтобы слоит или перемноит два рда,
нуно проивести бесконечное число операций, однако е число операций, необхо-
димых дл находени кадого коэффициента в сумме или проиведении, конечно.
При этом нас не будут интересоват вопросы сходимости этих рдов при тех или
иных числовых начених q.

Упранение 1.6. Пуст A(q) = a0+a1q+a2q
2+ . . .  формалный степенной рд,

причем a0 ∕= 0. Докаите, что существует рд B(q), обратный к A(q)  т.е. такой
рд, что A(q) · B(q) = 1. Что происходит при a0 = 0?

Иногда проиводщу функци, выраенну формалным степенным рдом, по-
лучаетс аписат в каком-либо ином виде (скаем, как рационалну функци
от q), что ачасту поволет получит какие-то новые сведени о последовател-
ности (a0, . . . , an, . . . ).

1.3. Рабиени на раличные слагаемые. Пуст pD(n)  число рабиений n
на попарно раличные слагаемые (от слова “distinct”). Так, например, pD(8) = 6:
соответствущие рабиени  это (8), (7, 1), (6, 2), (5, 3), (5, 2, 1) и (4, 3, 1).

Предлоение 1.7. Проиводща функци PD(q) =


n≥0 pD(n)q
n представлетс

в виде бесконечного проиведени

PD(q) = (1 + q)(1 + q2)(1 + q3) · · · =
∞

k=1

(1 + qk).
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Докаателство. Раскроем скобки в предыдущем выраении и не будем приводит
подобные члены. Кадое слагаемое тогда будет имет вид qk1qk2 . . . qkr , где k1 <
k2 < · · · < kr: это оначает, что и скобок с номерами ki мы вли qki , а и осталных
скобок  единицу. Тем самым оно будет отвечат рабиени (kr, . . . , k1) числа n =
k1 + · · ·+ kr, все части которого будут раличны. □

амечание 1.8. нак бесконечного проиведени моет напугат читател, который
ранее не имел дела с этим обектом. Однако ботс его следует не болше, чем
бесконечных рдов. Действително, на первый вглд каетс, что дл того, чтобы
представит бесконечное проиведение как рд, нуно перемноит бесконечное
число скобок. Однако чтобы вычислит очередной (скаем, k-й) член этого рда,
нуно вт толко конечное число (в данном случае k) первых сомноителей 
осталные не окаут на коэффициент при qk никакого влини.

Аналогично докаываетс и наменита формула Эйлера дл проиводщей функ-
ции числа рабиений.

Теорема 1.9 (Л. Эйлер). Проиводща функци P (q) дл количества рабиений
числа n адаетс следущим бесконечным проиведением:

P (q) =


p(n)qn =
1

(1− q)(1− q2)(1− q3) . . .
=

∞

k=1

(1− qk)−1.

Докаателство. Выраение дл P (q) моно переписат в виде

P (q) = (1 + q + q2 + . . . )(1 + q2 + q4 + . . . )(1 + q3 + q6 + . . . ) . . .

Аналогично предыдущему, если раскрыт скобки в правой части и не приводит по-
добные, кадое слагаемое будет имет вид qk1m1qk2m2 . . . qkrmr , где k1 < k2 < · · · < kr,
а mi  проиволные целые полоителные числа. Оно будет получатс в реул-
тате вти и скобки с номером ki слагаемого kimi. Такое слагаемое отвечает ра-
биени, в которое кадое и чисел ki входит mi ра. □

1.4. Рабиени на нечетные и раличные слагаемые. Вот еще одна адача, ко-
тору моно решит при помощи проиводщих функций. Рассмотрим следущу
адачу: сколкими способами моно ралоит число в сумму нечетных слагае-
мых? Обоначим число таких способов чере pO(n) (от слова “odd”  нечетный).

Например, pO(8) = 6, т.к. дл числа 8 ест 6 таких рабиений:

7+1 = 5+3 = 5+1+1+1 = 3+3+1+1 = 3+1+1+1+1+1 = 1+1+1+1+1+1+1+1.

Мы видели, что число рабиений числа 8 на раличные слагаемые будет тем е.
Окаываетс, это верно дл лбого n.

Предлоение 1.10. pD(n) = pO(n) при лбом n.

Докаателство. Докаем, что равны проиводщие функции PO(q) =


pO(n)q
n

и PD(q) =


pD(n)q
n.

Рассуда точно так е, как и с проиволными рабиеними, получаем, что
проиводща функци PO(q) =


pO(n)q

n равнетс

PO(q) =
1

1− q
· 1

1− q3
· 1

1− q5
. . . .

Как мы убедилис толко что,

PD(q) = (1 + q)(1 + q2)(1 + q3) . . .
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Далнейшее сводитс к чисто алгебраическим преобраованим. Умноим и по-
делим рд PO(q) на бесконечное проиведение (1− q2)(1− q4) . . . :

PO(q) =
1

1− q
· 1

1− q3
· 1

1− q5
· · · = 1

1− q
· 1− q2

1− q2
1

1− q3
· 1− q4

1− q4
· · · =

=
(1− q2)(1− q4)(1− q6) . . .

(1− q)(1− q2)(1− q3) . . .
= (1 + q)(1 + q2)(1 + q3) · · · = PD(q).

□
Моно адат другой вопрос: пуст мы уе наем, что рабиений на нечетные

слагаемые столко е, сколко на раличные. Моно ли построит какое-нибуд
естественное ваимно-одноначное отобраение (биекци) меду наборами таких
рабиений? Иначе говор, как сопоставит ваимно-одноначным обраом кадому
рабиени числа n на нечетные слагаемые его е рабиение на раличные слагае-
мые?

Моно построит несколко таких биекций. Опишем одну и них на примере.
Пуст дано какое-то рабиение числа на нечетные слагаемые, например, такое:

23 = 7 + 5 + 5 + 3 + 1 + 1 + 1

Рассмотрим центрированну диаграмму нга  нарисуем симметричну отно-
сително вертикалной оси диаграмму (см. рис. слева), в первой строке которой
будут 7 точек, во второй и третей  по 5, и так далее.

Рис. 1.1. Рабиение диаграммы нга на крки

Тепер раобем эту диаграмму на крки, как покаано на рисунке 1.1 справа.
Мы получим рабиение числа 23 на раличные слагаемые:

23 = 10 + 6 + 4 + 2 + 1.

Упранение 1.11. Убедитес, что это соответствие действително влетс биек-
цией (она наываетс биекцией Силвестра).

1.5. Птиуголные числа. Рассмотрим бесконечное проиведение, обратное к P (q).
Это проиведение бесконечного числа двучленов:

P (q)−1 =
∞

k=1

(1− qk).

Упранение 1.12. Вычислите первые 8 членов (до q7 вклчително) этого беско-
нечного проиведени.

Эйлер вычислил первые несколко дестков членов этого проиведени, и у него
получилос следущее:

P (q)−1 = 1− q − q2 + q5 + q7 − q12 − q15 + q22 + q26 − q35 − q40 + . . .

дес моно сделат срау несколко интересных наблдений. Во-первых, видно,
что все коэффициенты этого рда равны либо 0, либо ±1, причем по мере увеличени
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степени ненулевые члены встречатс все рее и рее. Во-вторых, все члены, кроме
свободного, идут парами: два отрицателных, два полоителных, потом снова два
отрицателных и так далее. Раност меду степенми в паре равнетс номеру
пары: сначала это единица (q и q2), потом два (q5 и q7), потом три (q12 и q15), и так
далее.

Наконец, последователност степеней 1, 5, 12, 22, 35. . . тое была хорошо ивест-
на Эйлеру  это так наываемые птиуголные числа, которые равнтс числу
точек в птиуголнике, сторона которого равна 1, 2, 3. . . точкам соответственно (см.
рис. 1.2).

Рис. 1.2. Птиуголные числа

Нетрудно видет, что m-тое птиуголное число равнетс m(3m− 1)/2.
Окаываетс, что имеет место следущий реултат. Его докаателство будет

получено в следущей лекции.

Теорема 1.13 (пентагонална теорема Эйлера). Рд, обратный к рду P (q) =
p(n)qn, имеет вид

P (q)−1 = 1 +
∞

m=1

(−1)m

q

m(3m−1)
2 + q

m(3m+1)
2


.

Мы докаем эту теорему двум способами. Первый будет комбинаторным; он
принадлеит ученику Силвестра Франклину.

Докаателство. Выраение (1−q)(1−q2) . . . моно рассматриват как проивод-
щу функци дл рабиений на раличные слагаемые, в которой кадое рабиение
считаетс с весом 1 дл рабиений на четное число частей и −1 дл рабиений на
нечетное число частей. Тогда утвердение теоремы состоит в том, что тех и тех ра-
биений почти поровну: их количество отличаетс на единицу, если вес рабиени
имеет вид n(3n±1)

2
, и равно в противном случае.

Попытаемс построит биекци меду такими рабиеними на четное и нечетное
число частей. Рассмотрим диаграмму нга со строками раличной длины и вве-
дем три ее характеристики: ℓ  число строк, b  длина ниней строки (отмечена
еленым), и d  длина диагонали, т.е. наиболшей последователности клеток, ко-
торые моно получит и самой правой клетки первой строки ходом слона (отметим
эти клетки елтым).

Тепер, если d < b, удалим клетки диагонали и дорисуем их в виде новой ниней
строки, как покаано на следущей диаграмме:
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Посмотрим на параметры ℓ′, b′ и d′ этой диаграммы. Дл нее ℓ′ = ℓ + 1, b′ = d, а
d′ ≥ d. Таким обраом, мы построили отобраение, которое не менет число клеток
в диаграмме и менет четност числа ее строк, при условии, что b > d. Обратите
внимание, что дл полученной диаграммы b′ ≤ d′.

Аналогично моно построит отобраение, отправлщее диаграмму, у которой
b ≤ d, в диаграмму, у которой b′ > d′: действително, достаточно отреат нин
строку и приставит ее в виде диагонали. Таким обраом, полученное отобраение
будет инволцией.

Оно будет определено на почти всех диаграммах. Те диаграммы, на которых
оно определено не будет, соответствут случам, когда ℓ = d = b и ℓ = d = b − 1
(при ℓ = 4 они иобраены на рисунке ние).

сно, что эти диаграммы будут состот и ℓ2 + ℓ(ℓ−1)
2

= ℓ(3ℓ−1)
2

и ℓ2 + ℓ(ℓ+1)
2

= ℓ(3ℓ+1)
2

клеток соответственно и входит с весом, равным (−1)ℓ. Это докаывает пентаго-
налну теорему Эйлера. □

Второй способ мы раберем на следущем антии. Дл него нам потребуетс
тодество коби дл тройного проиведени.
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2. Второе антие, 22 ил 2023 г.

2.1. Подсчет числа рабиений с помощ пентагоналной теоремы. В каче-
стве следстви пентагоналной теоремы Эйлера покаем, как с ее помощ моно
выписат рекуррентное соотношение дл числа рабиений.

Перемноив рды P (q) и P (q)−1, мы получим единицу. Поэтому


p(k)qk


1 +
∞

m=1

(−1)m

q

m(3m−1)
2 + q

m(3m+1)
2


= 1.

С одной стороны, коэффициент при qn дл n > 0 в проиведении P (q)P (q)−1 равен
нул.

С другой стороны, если


anq
n и


bmq

m  два степенных рда. то коэффициент
при qk в их проиведении равнетс akb0 + ak−1b1 + · · ·+ a0bk =


ak−ibi. Выпишем,

чему равен коэффициент при qn в левой части, и тем самым найдем соотношение на
числа рабиений p(n):

p(n) +
∞

m=1

(−1)m (p(n−m(3m− 1)/2) + p(n−m(3m+ 1)/2)) = 0

(дес мы считаем, что p(k) = 0 при k < 0). Перенесем все, кроме первого слагаемого,
в праву част, и получим, что

p(n) =
∞

m=1

(−1)m+1 (p(n−m(3m− 1)/2) + p(n−m(3m+ 1)/2)) .

Это рекуррентное соотношение, глубина которого постонно увеличиваетс. Выпи-
шем его при 6 ≤ n ≤ 12 и с его помощ найдем соответствущие p(n).

p(6) = p(5) + p(4)− p(1) = 7 + 5− 1 = 11;

p(7) = p(6) + p(5)− p(2)− p(0) = 11 + 7− 2− 1 = 15;

p(8) = p(7) + p(6)− p(3)− p(1) = 15 + 11− 3− 1 = 22;

p(9) = p(8) + p(7)− p(4)− p(2) = 22 + 15− 5− 2 = 30;

p(10) = p(9) + p(8)− p(5)− p(3) = 30 + 22− 7− 3 = 42;

p(11) = p(10) + p(9)− p(6)− p(4) = 42 + 30− 11− 5 = 56;

p(12) = p(11) + p(10)− p(7)− p(5) + p(0) = 56 + 42− 15− 7 + 1 = 77.

2.2. Тодество коби дл тройного проиведени.

Теорема 2.1 (Тодество коби дл тройного проиведени).
∞

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk−1)(1− qk) =
+∞

j=−∞

q
j(j+1)

2 xj.

Докаателство. Рассмотрим бесконечное проиведение

f(x) =
∞

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk−1).

Его моно рассматриват как рд Лорана по x:

f(x) =
∞

n=−∞
an(q)x

n,
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коэффициенты которого an(q) сут формалные степенные рды от q.
Легко видет, что f(xq) = x−1q−1f(x) (это рутинна проверка).
Отсда следует, что an(q)q

n+1 = an+1(q) дл лбого n ∈ Z. Тем самым все члены
an(q) моно выраит, на a0(q): действително,

a1(q) = qa0(q); a2(q) = q2a1(q) = q3a0(q), . . . , an(q) = qnan−1(q) = · · · = q1+2+···+na0(q)

дл полоителных n; дл отрицателных n то е равенство проверетс аналогич-
но. Итак, имеем равенство

f(x) = a0(q)


n∈Z

qn(n+1)/2xn.

Осталос вычислит a0(q). Этот коэффициент равен свободному члену в вырае-
нии

(1 + xq)(1 + xq2)(1 + xq3) . . . (1 + x−1)(1 + x−1q)(1 + x−1q2) . . . .

Пуст a0(q) равен
a0(q) =



n≥0

bnq
n.

Аналогично рассуденим с прошлого анти получаем, что коэффициент bn этого
рда ест число способов представит число n в виде суммы несколких раличных
элементов мноества {1, 2, 3, . . . } и такого е числа раличных элементов мноества
{0, 1, 2, . . . }.

Осталос аметит, что bn ест не что иное, как число рабиений p(n). Действи-
телно, такому представлени числа n моно сопоставит диаграмму нга, руки
которой (фрагменты строк от диагонали до правого кра диаграммы, вклча диа-
гонал) сут элементы мноества {1, 2, 3, . . . }, а ноги (т.е. фрагменты столбцов
от диагонали до нинего кра, исклча клетку на диагонали)  это элементы и
{0, 1, 2, . . . }. Поэтому

a0(q) =
∞

k=1

(1− qk)−1 = P (q),

и следователно,
∞

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk−1) =
∞

k=1

(1− qk)−1

∞

n=−∞
xnq

n(n+1)
2 .

Поделив обе части равенства на P (q), получаем тодество коби дл тройного про-
иведени.

□

2.3. Второе докаателство пентагоналной теоремы. В этом раделе мы вы-
ведем пентагоналну теорему Эйлера и тодества коби дл тройного проиведе-
ни. Дл этого сделаем амену переменной в тодестве коби: подставим q3 вместо
q.

∞

k=1

(1 + xq3k)(1 + x−1q3k−3)(1− q3k) =
+∞

j=−∞

q
3j2+3j

2 xj.

Тепер полоим x = −q−1. Получим, что
∞

k=1

(1− q3k−1)(1− q3k−2)(1− q3k) =
+∞

j=−∞

(−1)jq
3j2+j

2 .
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А это и ест пентагонална теорема Эйлера:
∞

k=1

(1− qk) = 1 +
∞

j=1

(−1)j

q

j(3j−1)
2 + q

j(3j+1)
2


.

2.4. Тодество коби. Следущее равенство  это еще одно следствие тодества
дл тройного проиведени. Оно таке принадлеит коби.

Теорема 2.2. Имеет место равенство
∞

k=1

(1− qk)3 =
∞

n=0

(−1)n(2n+ 1)q
n(n+1)

2

Докаателство. Ест искушение подставит в тодество коби x = −1. В левой
части получитс что-то очен похоее на проиведение


(1− qk), однако не совсем:

там будет еще сомноител (1− q0), что равно нул.
Поэтому будем действоват немного иначе. Поделим обе части тодества коби

на 1 + x−1. Лева част окаетс равной

1

1 + x−1

∞

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk−1)(1− qk) =
∞

k=1

(1 + xqk)(1 + x−1qk)(1− qk).

Права е част будет равна

1

1 + x−1

∞

n=−∞
q

n(n+1)
2 xn =

1

1 + x−1

∞

n=0

q
n(n+1)

2 (xn + x−n−1) =

=
∞

n=0

q
n(n+1)

2
xn + x−n−1

1 + x−1
=

∞

n=0

q
n(n+1)

2 (xn − xn−1 + · · ·+ x−n).

Тепер уе моно подставит x = −1. Посколку последн сумма равна (−1)n(2n+
1), получаем требуемое равенство. □
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3. Трете антие, 24 ил 2023 г.

3.1. Сравнение Раманудана по модул 5. С помощ теорем Эйлера и коби
покаем, что p(5k+4) ≡ 0 mod 5 при лбом k. Впервые это, по-видимому, аметил
Раманудан.

Теорема 3.1. При лбом k имеет место сравнение p(5k + 4) ≡ 0 mod 5.

Докаателство. Введем следущие обоначени:

E(q) =


k≥1

(1− qk) =


n∈Z

(−1)nq
n(3n−1)

2

и
J(q) =



k≥1

(1− qk)3 =


n≥0

(−1)n(2n+ 1)q
n(n+1)

2 .

аметим, что n(3n±1)
2

дает по модул 5 остатки 0, 1 или 2. Поэтому

E(q) = E0(q) + E1(q) + E2(q),

где Ek(q)  это сумма всевомоных мономов anq
n, входщих в E(q), дл которых

n ≡ k mod 5.
Аналогично n(n+1)

2
дает по модул 5 остатки 0, 1 и 2, и поэтому J(q) = J0+J1+J2.

Но когда n(n+1)
2

≡ 2 mod 5, имеет место сравнение 2n+ 1 ≡ 0 mod 5. Поэтому если
привести коэффициенты J(q) по модул 5, слагаемое J2 обратитс в нул.

Итак, апишем P (q) следущим обраом:

P (q) =
1

E(q)
=

E(q)J(q)

E5(q)
.

Однако по ленивому биному Нтона (1 − q)5 = 1 − q5 и аналогично (1 − qk)5 =
1− q5k. Поэтому E5(q) = E(q5). начит,

P (q) =
(E0 + E1 + E2)(J0 + J1)

E(q5)
=

E0J0 + E0J1 + E1J0 + E1J1 + E2J0 + E2J1
E(q5)

.

Поэтому коэффициенты при степенх q, сравнимых с 4 по модул 5, равны нул. □

Моно действоват иначе: начат с того, что P (q) = E9(q)/E10(q) = J3(q)/E2(q5),
и аметит, что J3 = J3

0 +3J2
0J2+3J0J

2
1 + J3

1 таке содерит толко члены, степен
которых сравнима с 0, 1, 2 и 3 по модул 5.

адача 3.1. Докаите второе сравнение Раманудана: p(7k + 5) ≡ 0 mod 7.

адача 3.2 (*). Докаите трете сравнение Раманудана: p(11k + 6) ≡ 0 mod 11.

Втора адача требует существенно болше вычислений, но в целом обе они ре-
шатс теми е методами, что и дл 5.

3.2. Асимптотическое поведение p(n). Асимптотическое поведение функции p(n)
описываетс следущей теоремой, докаанной в 1918 г. Г. Харди и С. Рамануданом
и неависимо в 1920 г. российско-американским математиком . В. Успенским:

Теорема 3.2. Имеет место асимптотическое равенство

p(n) ∼ 1

4π
√
3
eπ
√

2n
3 при n → ∞.
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Это слоный реултат, требущий тонкого применени методов комплексного
аналиа. Его элементарное (т.е. не требущее комплексно-аналитических мето-
дов) докаателство было предлоено в 1942 г. П. Эрдёшем; оно таке достаточно
непросто. Прочест его моно, например, в книге Melvin B. Nathanson, Elementary
methods in number theory (Springer, 2000).

Мы докаем начително более слабу верси этой теоремы. Наше докаател-
ство следует обору Игор Пака: Igor Pak. Partition bijections: a survey (радел 9.6).

Теорема 3.3. Существут такие числа 0 < a < c, дл которых

ea
√
n < p(n) < ec

√
n.

Более того, моно вт c = π


2
3
.

Докаателство. Нин оценку докаат неслоно: работает груба оценка при
помощи биномиалного коэффициента. Итак, пуст pk(n)  число рабиений на не
более чем k частей. Имеет место неравенство

k!pk(n) >


n+ k − 1

k − 1


.

Действително, права част  это число рабиений n на k упордоченных слагае-
мых, которым рарешаетс быт нулевыми (в круковской практике эта формула
ивестна как шары и перегородки). Лева  это всевомоные упордочени k
частей рабиени числа n.

аменим бином на старший член соответствущего многочлена от n, а pk(n) на
p(n):

k!p(n) >
nk−1

(k − 1)!
.

Вомем k = ⌊
√
n⌋. Покаем, что p(n) > nk−1/(k!)2. Дл этого восполуемс

формулой Стирлинга:

k! ≃
√
2πk

kk

ek
.

Получаем, что неравенство, которое нам требуетс докаат  это

p(n) >
k2k−2e2k

2πk2k+1
=

e2
√
n

n3/2
,

откуда и вытекает требуема оценка сниу.
Дл докаателства верхней оценки начнем со следущих равенств:

np(n) =
n

r=1

r


λ⊢n

mr(λ) =
n

r=1

r

⌊n/r⌋

m=1

p(n−mr).

дес чере mr(λ) обоначаетс число строк длины r, входщих в рабиение λ.
Первое равенство докаываетс при помощи подсчета двум способами общего

числа клеточек во всех диаграммах, отвечащих рабиеним числа n. Этих клеточек
np(n); с другой стороны, моно просуммироват длины строк данной длины по всем
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диаграммам и вт сумму по длинам строк. Второе равенство докаываетс так:


λ⊢n

mr(λ) = |{λ ⊢ n : mr(λ) = 1}|+ 2 |{λ ⊢ n : mr(λ) = 2}|

+ 3 |{λ ⊢ n : mr(λ) = 3}|+ . . .

= |{λ ⊢ n : mr(λ) ≥ 1}|+ |{λ ⊢ n : mr(λ) ≥ 2}|
+ |{λ ⊢ n : mr(λ) ≥ 3}|+ . . .

=p(n− r) + p(n− 2r) + p(n− 3r) . . .

Получив это рекуррентное соотношение, восполуемс индукцией по n. Предполо-
им, что p(k) < ec

√
k при всех k < n, где c = π


2
3
. Исполуем это соотношение дл

докаателства индуктивного перехода:

np(n) <
n

r=1

⌊n/r⌋

m=1

rec
√
n−mr < ec

√
n

∞

r=1

∞

m=1

re(−cm/2
√
n)r

дес мы восполовалис оценкой дл квадратного корн:

c
√
n−mr = c

√
n


1− mr

n
< c

√
n

1− mr

2n


= c

√
n− cmr

2
√
n
.

аметим, что
∞

1 rtr = t/(1 − t)2 и e−x/ (1− e−x)
2
< 1

x2 при всех x ∈ R. Отсда
получаетс, что:

p(n) <
ec

√
n

n

∞

m=1

e−cm/2
√
n


1− e−cm/2

√
n
2 <

ec
√
n

n

∞

m=1

4n

c2m2
= ec

√
n 4

c2


π2

6


= ec

√
n.

дес мы исполовали ивестное равенство дл ζ(2), а именно:
∞

m=1
1
m2 = π2

6
. Оцен-

ка сверху докаана. □
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4. Четвертое антие, 25 ил 2023 г.

4.1. Тодества Родерса–Раманудана. Цел этой лекции  докаат следу-
щие два тодества. Они наыватс тодествами Родерса–Раманудана. Они
были докааны Родерсом еще в XIX веке, потом Раманудан их переоткрыл, и в
1919 году они опубликовали с Родерсом совместну стат. Неависимо эти то-
дества были докааны Исайей Шуром в 1917 году; ему принадлеит приводимое
дес комбинаторное докаателство. По существу оно влетс модификацией би-
екции Франклина (см. первое антие).

Мы будем следоват упоминавшемус выше обору Игор Пака. Докаателство
Родерса–Раманудана моно прочест, например, в книге: David M. Bressoud,
Proofs and confirmations (AMS, 2000; в идателстве МЦНМО скоро выйдет русский
перевод).

Теорема 4.1 (Родерс–Раманудан, Шур). Имет место следущие тодества:

1 +
∞

k=1

qk
2

(1− q) (1− q2) · · · (1− qk)
=

∞

i=0

1

(1− q5i+1) (1− q5i+4)
, (∗)

1 +
∞

k=1

qk(k+1)

(1− q) (1− q2) · · · (1− qk)
=

∞

i=0

1

(1− q5i+2) (1− q5i+3)
. (∗∗)

Два этих тодества очен похои, так что мы будем докаыват первое, оставив
второе читател в качестве упранени. Но сперва раберемс, что они оначат.

Права част тодества (∗)  это проиводща функци дл числа рабиений в
сумму слагаемых, равных ±1 по модул 5. Обоначим мноество таких рабиений
числа n чере An.

Далее, введем еще два мноества рабиений. Пуст Bn обоначает мноество ра-
биений n на части, лбые две и которых отличатс хот бы на 2 (будем говорит,
что у такой диаграммы существенно раличные строки). Наконец, пуст Cn  мно-
ество таких рабиений λ числа n, дл которых последн строка b(λ) не менше,
чем число строк ℓ(λ).

сно, что проиводща функци дл мощностей мноеств Cn  это лева част
равенства (∗).
Лемма 4.2. Рабиений во мноествах Bn и Cn поровну.

Докаателство. Построим вну биекци меду этими мноествами. Она иоб-
раена на рисунке ние.

↔

□
Лемма 4.3. Имеет место равенство

∞

r=0

1

(1− q5r+1) (1− q5r+4)
=

∞

m=−∞
(−1)mq

m(5m−1)
2

∞

i=1

1

(1− qi)
.

Докаателство. Это следствие тодества коби дл тройного проиведени. Дей-
ствително, сделаем амену q → q5 и подставим x = −q−3. Получим, что

∞

r=1

(1− q5r−3)(1− q5r−2)(1− q5r) =
∞

m=−∞
(−q2)mq

5m(m+1)
2 .
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Домноив обе части на эйлеровску проиводщу функци

(1− qk)−1, получим

требуемое. □

Таким обраом, получаетс, что тодество (∗) эквивалентно следущему равен-
ству:

 ∞

i=1

(1− qi)


1 +

∞

k=1

qk
2

(1− q) (1− q2) · · · (1− qk)


=

∞

m=−∞
(−1)mq

m(5m−1)
2 . (∗ ∗ ∗)

А его мы уе докаем комбинаторно.

4.2. Биекци Шура. Дл начала введем некоторые обоначени. Пуст Dn  мно-
ество рабиений n на раличные слагаемые, и D = ∪∞

n=1Dn. Далее, пуст B =
∪∞

n=1Bn. Наконец, пуст R = D × B  мноество пар и диаграммы нга с ра-
личными строками λ и диаграммы с существенно раличными строками µ, и пуст
Rn = {(λ, µ) | |λ|+ |µ| = n}  мноество пар таких диаграмм с суммарным весом n.

наком пары (λ, µ) будем наыват (−1)ℓ(λ), т.е. четност числа строк диаграм-
мы λ.

Наша адача  построит биекци α на мноестве Rn, котора менет нак
дл всех пар, не влщихс неподвиными. Сначала определим мноество непо-
двиных точек биекции следущим обраом: это будут пары диаграмм (λ, µ), где
λ = (2m − 1, 2m − 2, . . . ,m) и µ = (2m − 1, 2m − 3, . . . , 3, 1), а таке λ = (2m, 2m −
1, . . . ,m+ 1) и µ = (2m− 1, 2m− 3, . . . , 3, 1) (на рисунке ние эти пары иобраены
при m = 4). Обратите внимание, что λ в этой биекции  это в точности неподвиные
точки биекции Франклина.

Введем следущие обоначени. Обоначим чере a(λ), ℓ(λ), b(λ) и d(λ) соответ-
ственно число столбцов диаграммы λ, ее строк, столбцов, длину ниней строки и
диагонали (начинащейс от самой правой клетки вни-влево ходом слона). Далее,
чере u(µ) будем обоначат косу диагонал диаграммы µ, таке начинащус
от самой правой клетки первой строки и идущей вни-влево, но уе ходом кон.

Тепер построим биекци на осталных парах диаграмм (λ, µ). Дл этого рас-
смотрим несколко случаев.

Во-первых, пуст a(λ) > a(µ) + 2. Тогда вомем перву строку λ1 диаграммы λ,
отреем и приклеим к µ сверху. сно, что в реултате этого суммарна площад
диаграмм не именитс, но четност количества строк λ поменетс, т.к. число строк
уменшитс на 1. Обратно, если a(λ) < a(µ), отреем перву строку диаграммы µ
и приклеим ее к λ.

Остатс случаи, когда a(λ) = a(µ) и a(λ) = a(µ) + 1. Обоначим их чере R0
n и

R1
n и будем строит биекци меду этими мноествами (а вычетом неподвиных

точек, определенных выше). Мы построим отобраение и R1
n в R0

n. Итак, пуст
(λ, µ) ∈ R1

n. Наше отобраение будет уравниват длины первых строк этих диа-
грамм и мент число строк у диаграммы λ на один. Рассмотрим три числа: b(λ),
d(λ) и u(µ). Вомем наименшее и них; три эти вомоности будут определт
три случа.

Случай 1. Пуст d(λ) < b(λ) и d(λ) ≤ u(µ). Тогда подействуем на λ биекцией Франклина:
отреем у λ диагонал и переставим ее в качестве ниней строки. Число



Рабиени: от Эйлера к Раманудану 15

строк у λ увеличитс на один, а длины первых строк у λ и µ сравнтс.

Случай 2. Пуст b(λ) ≤ d(λ) и b(λ) ≤ u(µ). Тогда нин строку и λ моно отреат
и переставит в качестве косой диагонали в µ. Число строк у λ уменшитс
на один, а длины первых строк у λ и µ сравнтс.

Случай 3. Пуст u(µ) < d(λ) и u(µ) ≤ b(λ). Тогда вомем у λ перву строку, а у
µ косу диагонал. атем одновременно переставим перву строку и λ в
качестве первой строки в µ, а косу диагонал и µ поставим в качестве диа-
гонали к λ (это будет вомоно, т.к. в реултате отреани первой строки
d(λ) уменшитс на один, а неравенство u(µ) < d(λ) строгое). У получив-
шихс пар диаграмм будут следущие характеристики: a(λ′) = a(µ′) = a(λ),
d(λ′) = u(µ), u(µ′) > u(µ).

Это отобраение нетрудно обратит, так что оно будет биекцией меду R0
n и R1

n.
Тем самым построено инволтивное отобраение на R, неподвиными точками ко-
торого влтс пары диаграмм суммарного веса m(5m−1)

2
и m(5m+1)

2
, которые берутс

с весом (−1)m. Это докаывает равенство (∗∗∗), а оно, как мы видели, эквивалентно
первому тодеству Родерса–Раманудана (∗).

адача 4.1. Действу аналогично, докаите второе тодество Родерса–Раману-
дана (∗∗).
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