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ÎÏÇÏ ÇÏÄÁ

1. ìÅË�ÉÑ 1

ðÕÓÔØ F | �ÏÌÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ×

ËÏÔÏÒÏÍ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÙÊ �Ï ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÀ.

ðÒÉÍÅÒ 1.1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÌÑÍÉ: Q, R, C,

Q(
√
2) = {a + b

√
2 | a; b ∈ Q}, ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ× F

p

=

Z=pZ (p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ), �ÏÌÅ ÞÁÓÔÎÙÈ QuotA �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ

�ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÇÏ ËÏÌØ�Á A; �ÏÌÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ

F (t) ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ F .

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÌÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕ��Õ �Ï ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ F

×
.

1.1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ �ÏÌÑ | ÜÔÏ

ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.2. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÏÌÑ F (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: harF )

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1 +

· · · + 1 = 0 (p ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). åÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÔ, ÔÏ �ÏÌÁÇÁÀÔ

harF = 0.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.3. harF | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÌÉ ÎÕÌØ. åÓÌÉ harF =

p, ÔÏ � + · · ·+ � = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ 1

F

| ÅÄÉÎÉ�Á �ÏÌÑ F . äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ

ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 1

F

+ · · ·+1

F

(n ÒÁÚ, n ∈ Z
+

) ÞÅÒÅÚ n · 1
F

. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

m ·1
F

+n ·1
F

= (m+n) ·1
F

É (m ·1
F

)(n ·1
F

) = mn ·1
F

. ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ

ÓÌÅÄÕÅÔ �ÅÒ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á p · � = p · (1
F

· �) = (p · 1
F

) · � = 0. �

éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ ËÏÌÅ� ' : Z → F , '(n) = n · 1
F

. åÇÏ ÑÄÒÏ | ÜÔÏ Ker' =

(harF ) · Z. úÎÁÞÉÔ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÌÉÂÏ Z, ÌÉÂÏ Z=pZ
× F . ðÏÓËÏÌØËÕ F | �ÏÌÅ (Ô.Å. ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑ-

ÔÉÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ), × Î£Í ÉÍÅÅÔÓÑ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ÌÉÂÏ Q, ÅÓÌÉ
1
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harF = 0, ÌÉÂÏ Z=pZ, ÅÓÌÉ harF = p. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØ-

ÛÅÅ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 1

F

(Ô.Å. �ÏÄ�ÏÌÅ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ 1

F

). ïÎÏ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ (the prime sub�eld).

ðÒÉÍÅÒ 1.4. ðÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × Q, R, C | ÜÔÏ Q; �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÌÅ ×
F
p

(t) | ÜÔÏ F
p

.

1.2. óÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.5. ðÕÓÔØ �ÏÌÅ F ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÏÌÅK. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ F . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:

K=F (ËÏÓÁÑ ÞÅÒÔÁ ÚÄÅÓØ ÎÅ �ÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÆÁËÔÏÒÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÑ).

ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ

ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÏÅ �ÏÌÅ ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï ÎÁÄ Ó×ÏÉÍ �ÒÏÓÔÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.6. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ K ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ÎÁÄ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ K ÎÁÄ F . ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:

[K : F ℄ ÉÌÉ degK=F . òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ [K :

F ℄ ËÏÎÅÞÎÁ, É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ: [C : R℄ = 2; [R : Q℄ = ∞;

[Q(
√
2) : Q℄ = 2; [Q(

3

√
2) : Q℄ = 3.

÷ÁÖÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ | ÅÅ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×-

ÎÏÓÔØ.

�ÅÏÒÅÍÁ 1.8. ðÕÓÔØ F ⊂ K ⊂ L | ÂÁÛÎÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ �ÏÌÅÊ.

�ÏÇÄÁ

[L : F ℄ = [L : K℄ · [K : F ℄;

ÌÉÂÏ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ [L : K℄ = m, [K : F ℄ = n, �ÒÉÞ£Í

ÏÂÅ ÜÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ËÏÎÅÞÎÙ. ðÕÓÔØ �

1

; : : : ; �

m

| ÂÁÚÉÓ L ÎÁÄ K, Á

�

1

; : : : ; �

n

| ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ F . �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ L �ÒÅÄÓÔÁ×�ÉÍ

× ×ÉÄÅ

a = a

1

�

1

+ · · ·+ a

m

�

m

; a

i

∈ K:

äÁÌÅÅ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ a

i

ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï ÂÁÚÉÓÕ ÉÚ �

j

:

a

i

= b

i1

�

1

+ · · ·+ b

in

�

n

; b

ij

∈ F: (∗)
úÎÁÞÉÔ, a =

∑
i;j

b

ij

�

i

�

j

. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �

i

�

j

�ÏÒÏÖÄÁÀÔ L

ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÄ F , Ô.Å. [L : F ℄ ≤ mn.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. ðÕÓÔØ b

ij

�

i

�

j

= 0, ÇÄÅ

b

ij

∈ F . ï�ÒÅÄÅÌÉ× a

i

∈ K �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍ (∗), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ a

1

�

1

+

· · · + a

m

�

m

= 0. úÎÁÞÉÔ, ×ÓÅ a

i

= 0, Ô.Ë. �

i

| ÂÁÚÉÓ L ÎÁÄ K.

ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ i ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï b

i1

�

1

+ · · · + b

in

�

n

= 0.

�Å�ÅÒØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ �

i

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ F É

�ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ b

ij

ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ
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ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

�

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.9. ðÕÓÔØ L=F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ, K ⊂
L | �ÏÄ�ÏÌÅ. �ÏÇÄÁ [L : F ℄ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ [K : F ℄.

ðÒÉÍÅÒ 1.10.

√
2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × �ÏÌÅ Q(�), ÇÄÅ � | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

3 − 3x− 1, Ô.Ë. [Q(�) : Q℄ = 3 (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ

�ÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ), Á [Q(
√
2) : Q℄ = 2.

1.3. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ. ëÁË �ÏÌÕÞÉÔØ �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÉÚ �ÏÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÅ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÎÁÄ R, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, x2 + 1 = 0. äÏÂÁ×ÉÍ ÅÇÏ

ÒÅÛÅÎÉÅ Ë �ÏÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÏÂÏÚÎÁÞÉ× Å£

ÞÅÒÅÚ i. ðÒÉ ÜÔÏÍ i ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ i

2

+ 1 = 0.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R-×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÔÑÎÕÔÏÅ ÎÁ
1 É i, ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÍ (Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ R).

ðÏ�ÒÏÂÕÅÍ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ

�ÏÌÑ F É ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) ∈ F [x℄, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ

×ÙÛÅ 1 (Ô.Å. p(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ × F ). á ÉÍÅÎÎÏ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ F , × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÅÎØ.

îÁÍ �ÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.11. ðÕÓÔØ ' : F → F

′
| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ.

�ÏÇÄÁ ÌÉÂÏ ' ≡ 0, ÌÉÂÏ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ.

�ÅÏÒÅÍÁ 1.12. ðÕÓÔØ F | �ÏÌÅ, p(x) ∈ F [x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K �ÏÌÑ F , × ËÏÔÏÒÏÍ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÌÁ×ÎÙÊ ÉÄÅÁÌ (p(x)) ⊂ F [x℄ × ËÏÌØ�Å

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ F . ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, �ÏÒÏ-

ÖÄ£ÎÎÙÊ ÉÍ ÉÄÅÁÌ �ÒÏÓÔ. îÏ × F [x℄, ËÁË × ÌÀÂÏÍ ËÏÌØ�Å ÇÌÁ×ÎÙÈ

ÉÄÅÁÌÏ×, ×ÓÑËÉÊ �ÒÏÓÔÏÊ ÉÄÅÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ

ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Ï K = F [x℄=(p(x)) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ

� : F [x℄ → K = F [x℄=(p(x)):

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ', �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁ � ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÓÔÁÎÔ F ⊂ F [x℄. ' 6≡ 0, �ÏÓËÏÌØËÕ

'(1

F

) = �(1

F

) = 1

K

. úÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ,

'(F )

∼
=

F | �ÏÄ�ÏÌÅ × K, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ F . ðÏÜÔÏÍÕ �ÏÌÅ K ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ F (ÏÔÏÖÄÅÓÔ×É× F Ó ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÉ

ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ).

äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ x = �(x). �ÏÇÄÁ

�(x) = p(x) = p(x) mod (p(x)) = 0:

úÎÁÞÉÔ, x ∈ K | ÜÌÅÍÅÎÔ �ÏÌÑ K, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

p(x). �
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.13. éÚ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

p(x) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ! (ðÒÉ-

×ÅÄÉÔÅ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒ ÓÁÍÉ).

óÔÒÏÅÎÉÅ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÑ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ F

Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ 1.14. ðÕÓÔØ f(x) ∈ F [x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄ F , É �ÕÓÔØK = F [x℄=(p(x)). ðÕÓÔØ � = x mod (p(x)) ∈
K. �ÏÇÄÁ 1; �; : : : ; �

n−1

| ÂÁÚÉÓ K ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ÎÁÄ F . éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ,

K = {a
0

+ a

1

� + · · ·+ a

n−1

�

n−1 | a
0

; : : : ; a

n−1

∈ F}:
÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, [K : F ℄ = n.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a(x) ∈ F [x℄. ðÏÓËÏÌØËÕ F [x℄ | Å×ËÌÉÄÏ×Ï

ËÏÌØ�Ï, a(x) ÍÏÖÎÏ �ÏÄÅÌÉÔØ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ p(x):

a(x) = p(x)q(x) + r(x); Ô.Å. a(x) ≡ r(x) mod (p(x)):

óÔÅ�ÅÎØ r(x) ÍÅÎØÛÅ n, ÚÎÁÞÉÔ, 1; �; : : : ; �

n−1

�ÏÒÏÖÄÁÀÔ K. ïÓÔÁ-

ÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÈ ÌÉ-

ÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÌÁ ÂÙ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b

0

; : : : ; b

n−1

∈
F

b

0

+ b

1

� + · · ·+ b

n−1

�

n−1

= 0;

Ô.Å. b(x) = b

0

+ b

1

x+ · · ·+ b

n−1

x

n−1

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p(x). ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

úÎÁÞÉÔ, [K : F ℄ = n. �

1.4. ðÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ F | �ÏÄ�ÏÌÅ × K, � ∈ K |

ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ É F , É � (ÎÁ-

�ÒÉÍÅÒ, K). ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÔÁËÉÈ �ÏÌÅÊ ÓÎÏ×Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ É F , É

�. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÌÅ Ó ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. âÕÄÅÍ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ F (�).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.15. F (�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ

F .

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �; �; · · · ∈ K (ÄÁÖÅ ÎÅ

ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × K, ÓÏ-

ÄÅÒÖÁÝÅÅ F É ×ÓÅ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ F (�; �; : : : ).

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.16. ðÏÌÅ F (�; �; : : : ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎ-

ÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �; �; : : : ÎÁÄ F .

úÁÄÁÞÁ 1.17 (�ÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ). ðÕÓÔØ F ⊂ K

| ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

�; � ∈ K ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ  ∈ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F (�; �) = F ()

(ÜÌÅÍÅÎÔ  ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ).

�ÅÏÒÅÍÁ 1.18. ðÕÓÔØ p(x) ∈ F (x) | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ðÕÓÔØ F ⊂ K, É � ∈ K | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x), Ô.Å. p(�) = 0.

�ÏÇÄÁ F (�)

∼
=

F [x℄=((p(x)).
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.19. ïÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ ÓÏ-

ÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÍÙ ÕÖÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ËÏÒÎÑ Õ ÄÁÎ-

ÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ �ÏÌÑ F , Á ÎÅ ÓÔÒÏÉÍ

ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : F [x℄ → F (�) ⊂ K,

a(x) 7→ a(�). íÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÑÄÒÅ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ' Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÎÁ ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Å:

' : F [x℄=(p(x)) → F (�):

îÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, F [x℄=(p(x)) | �ÏÌÅ, �ÒÉ-

Þ£Í ' ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÀ. úÎÁÞÉÔ, ' | ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ.

îÏ Im' | �ÏÄ�ÏÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F É �. úÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ ÍÉÎÉÍÁÌØ-

ÎÏÓÔÉ F (�), ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅË�ÉÅÊ, Ô.Å. ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. �

1.5. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. îÁÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Á�ÅÌÌÉÒÏ×ÁÌÏ Ë ÏÂßÅÍÌÀÝÅÍÕ �ÏÌÀ K.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔ ÎÅÇÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.

ðÕÓÔØ ' : F ~→F

′
| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ

ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ËÏÌÅ� ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÜÔÉÍÉ �ÏÌÑÍÉ: ' : F [x℄→F

′
[x℄.

ðÕÓÔØ p(x) ∈ F [x℄ | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. �ÏÇÄÁ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ

p

′
(x) = '(p(x)) ÔÏÖÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ (�ÏÞÅÍÕ?). ñÓÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ

ÆÁËÔÏÒËÏÌØ�Á �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÉÄÅÁÌÁÍ ÔÁËÖÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ:F [x℄=(p(x))

∼
=

F

′
[x℄=(p(x)). üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ-

ÓÔÉ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

�ÅÏÒÅÍÁ 1.20. ðÕÓÔØ ' : F → F

′
| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ, p(x)| ÎÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ F , p

′
(x) | ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÅ. ðÕÓÔØ � | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x) × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅ-

ÎÉÉ �ÏÌÑ F , Á � | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p

′
(x) × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉ-

ÒÅÎÉÉ �ÏÌÑ F

′
. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : F (�) →

F

′
(�), �(�) = �, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' (Ô.Å. � |

F

=

').

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁË ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, F [x℄=(p(x))

∼
=

F

′
[x℄=(p(x))

| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ. á ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ

F [x℄=(p(x))

∼
=

F (�) É F

′
[x℄=(p(x))

∼
=

F

′
(�). �

1.6. ëÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.21. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ K=F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ

�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,

Ô.Å. ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ �

1

; : : : ; �

n

, ÞÔÏ K = F (�

1

; : : : ; �

n

).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.22. îÅ ÎÁÄÏ �ÕÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ É ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ËÁÖÄÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ. á ×ÏÔ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÓËÁÖÅÍ, ÒÁÓÛÉ-

ÒÅÎÉÅ Q(�)=Q ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ (É ÄÁÖÅ �ÒÏÓÔÏÅ), ÎÏ ÎÅ ËÏÎÅÞ-

ÎÏÅ.
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ëÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÁÔØ ËÁË �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

�ÒÏÓÔÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ:

ìÅÍÍÁ 1.23. F (�; �) = (F (�))(�).

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.24. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ.

1.7. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÕÓÔØ F ⊂ K, � ∈ K.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.25. üÌÅÍÅÎÔ � ∈ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ

ÎÁÄ F , ÅÓÌÉ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F .

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1.26. åÓÌÉ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F É F ⊂ L, ÔÏ � ÁÌÇÅÂÒÁ-

ÉÞÅÎ É ÎÁÄ L.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.27. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ K=F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁ-

ÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.28. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ m

�;F

(x) ∈ F [x℄ ÍÉÎÉÍÁÌØ-

ÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏm

�;F

(�) =

0. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F [x℄ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ � ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m

�;F

(x) × ËÏÌØ�Å F [x℄.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ

m(x) = m

�;F

(x) | ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, É �ÕÓÔØ f(�) = 0. òÁÚÄÅÌÉÍ f

ÎÁ m Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ: f(x) = m(x) · g(x)+ r(x), ÇÄÅ deg r(x) < degm(x).

ðÏÓËÏÌØËÕ r(�) = 0, Á m(x) ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÔÏ r(x) =

0. úÎÁÞÉÔ, f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m(x) ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ. ïÔÓÀÄÁ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ m(x). �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1.29. åÓÌÉ L=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ, Á ÜÌÅÍÅÎÔ �

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F , ÔÏ m

�;L

(x) | m
�;F

(x) × ËÏÌØ�Å L[x℄.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.30. íÎÏÇÏÞÌÅÎ m

�;F

(x) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �. åÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ deg� := degm

�;F

(x) ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.31. ðÕÓÔØ � | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. �ÏÇÄÁ

F (�) = F [x℄=(m

�;F

(x)). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, [F (�) : F ℄ = deg�.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.18. �
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2. ìÅË�ÉÑ 2

2.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1. üÌÅÍÅÎÔ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F (�)=F ËÏÎÅÞÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F , ÔÏ [F (�) : F ℄ = degm

�;F

(x).

úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ÔÏ [F (�) : F ℄ ≤
n.

ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ � | ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ n. úÎÁÞÉÔ,

n + 1 ÜÌÅÍÅÎÔ 1; �; �

2

; : : : ; �

n

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ F , ÔÏ ÅÓÔØ �

ÏÂÒÁÝÁÅÔ × ÎÕÌØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.2. åÓÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=F ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÏÎÏ ÁÌÇÅÂÒÁ-

ÉÞÎÏ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 2.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÂÕË×ÁÌØÎÏ ÏÂÒÁÔ-

ÎÏÅ Ë ÜÔÏÍÕ, ÎÅ×ÅÒÎÏ: �ÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.

÷ÅÒÎÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.4. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=F ËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ K �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÄ F ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÏ× �

1

; : : : ; �

k

ÓÔÅ�ÅÎÅÊ n

1

; : : : ; n

k

. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ [K : F ℄ ≤
n

1

: : : n

k

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÁÓÔØ \ÔÏÇÄÁ" ÄÏËÁÚÁÎÁ ×ÙÛÅ. äÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ

\ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ". ðÕÓÔØ K=F ËÏÎÅÞÎÏ, �

1

; : : : ; �

n

| ÂÁÚÉÓ K ÎÁÄ

F . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �

i

ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [F (�) : F ℄

ÄÅÌÉÔ ÞÉÓÌÏ n = [K : F ℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ËÏÎÅÞÎÁ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ �

i

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ. ÷ÔÏÒÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÍÕÌØ-

ÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.5. ðÕÓÔØ �; � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ F . �ÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ

� + �, ��, �=� ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ ÎÁÄ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÅÖÁÔ × ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ F (�; �). ïÎÏ

ËÏÎÅÞÎÏ, �ÏÜÔÏÍÕ ×ÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙ. �

úÁÄÁÞÁ 2.6. ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ (ÕËÁÚÁÎÉÅ:

ÉÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.7. ðÕÓÔØ L=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚ L, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÙÈ ÎÁÄ F , ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄ�ÏÌÅ ×

L.

ðÒÉÍÅÒ 2.8. ðÕÓÔØ Q | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ C, ÁÌÇÅÂÒÁÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÎÁÄ Q. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, [Q : Q℄ = ∞, �ÏÓËÏÌØËÕ Q ÓÏÄÅÒÖÉÔ√
2;

3

√
2;

4

√
2; : : : . ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, Q ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó C, ÔÁË ËÁË ÜÔÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ (ÓÞ£ÔÎÕÀ É ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÅ (Ô.Å. ÎÅ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ) ÞÉÓÌÁ.
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äÏËÁÚÁÔØ �ÒÏ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÞÉÓÌÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ, ÏÂÙÞÎÏ

ÂÙ×ÁÅÔ ×ÅÓØÍÁ ÓÌÏÖÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÀÔ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ e É �.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.9 (üÒÍÉÔ{ìÉÎÄÅÍÁÎ, 1882). åÓÌÉ � | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ e

�

ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏ.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.10. ðÕÓÔØ L=K É K=F | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

�ÏÇÄÁ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L=F ÔÏÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � ∈ L | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. úÎÁÞÉÔ,

� ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ

a

n

�

n

+ a

n−1

�

n−1

+ · · ·+ a

1

� + a

0

= 0; a

i

∈ K:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ F (�; a

0

; : : : ; a

n

) ⊂ L. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=F

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a

0

; : : : ; a

n

ÔÁËÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ. úÎÁ-

ÞÉÔ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F (a

0

; : : : ; a

n

) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅ-

ÎÉÅ F , �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ. îÏ F (�; a

0

; : : : ; a

n

) | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉ-

ÒÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÑ, �ÒÉÞ£Í ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n. úÎÁÞÉÔ,

[F (�; a

0

; : : : ; a

n

) : F ℄ = [F (�; a

0

; : : : ; a

n

) : F (a

0

; : : : ; a

n

)℄·[F (a
0

; : : : ; a

n

) : F ℄

ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ � ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F , ÚÎÁ-

ÞÉÔ, ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ L ÔÏÖÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ. �

2.2. ëÏÍ�ÏÚÉÔ �ÏÌÅÊ. ðÕÓÔØ K

1

; K

2

⊂ K | Ä×Á �ÏÄ�ÏÌÑ. ëÏÍ�Ï-

ÚÉÔ �ÏÌÅÊK

1

ÉK

2

(ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: K

1

K

2

) | ÜÔÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÏÄ�ÏÌÅ

× K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÁË K

1

, ÔÁË É K

2

. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

×ÓÅÈ �ÏÄ�ÏÌÅÊ × K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÂÁ ÜÔÉÈ �ÏÌÑ.

ðÒÉÍÅÒ 2.11. Q(
√
2)Q( 6

√
2) = Q( 6

√
2); Q(

√
2)Q(

√
3) = Q(

√
2;

√
3).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.12. ðÕÓÔØ K

1

=F É K

2

=F | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅ-

ÎÉÑ F , ÌÅÖÁÝÉÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÌÅ K. �ÏÇÄÁ [K

1

K

2

: F ℄ ≤ [K

1

:

F ℄ · [K
2

: F ℄, �ÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-

ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ F -ÂÁÚÉÓ �ÏÌÑ K

1

ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ É ÎÁÄ

ÄÒÕÇÉÍ �ÏÌÅÍ. åÓÌÉ �

1

; : : : ; �

m

É �

1

; : : : ; �

n

| ÂÁÚÉÓÙ K

1

É K

2

ÎÁÄ

F , ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �

i

�

j

�ÏÒÏÖÄÁÀÔ �ÏÌÅ K

1

K

2

ÎÁÄ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. K

1

K

2

= F (�

1

; : : : ; �

m

; �

1

; : : : ; �

n

) = K

1

(�

1

; : : : ; �

n

).

úÎÁÞÉÔ, �

1

; : : : ; �

n

�ÏÒÏÖÄÁÀÔ K

1

K

2

ÎÁÄ K

1

. ðÏÜÔÏÍÕ [K

1

K

2

:

K

1

℄ ≤ n = [K

2

: F ℄, ÇÄÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ×

ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ K

1

. îÏ, ×

ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ, [K

1

K

2

: F ℄ = [K

1

K

2

: K

1

℄[K

1

:

F ℄. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.13. ðÕÓÔØ [K

1

: F ℄ = m, [K

2

: F ℄ = n, �ÒÉÞÅÍ n É m

×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ. �ÏÇÄÁ [K

1

K

2

: F ℄ = mn.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. [K

1

K

2

: F ℄ ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ m, É ÎÁ n, Á ÚÎÁÞÉÔ,

ÄÅÌÉÔÓÑ É ÎÁ ÉÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ. �
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2.3. ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. íÙ ÕÖÅ ×ÙÑÓÎÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ

×ÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ F [x℄ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅK=F ,

× ËÏÔÏÒÏÍ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ. �Ï ÅÓÔØ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ

� ∈ K, ÞÔÏ f(�) = 0. üÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ f(x) ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ Ä×ÕÞÌÅÎ x − � ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K. �Å�ÅÒØ ×ÙÑÓÎÉÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ

ÔÁËÏÅ �ÏÌÅ, ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍ f(x) ÂÕÄÅÔ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ ÉÍÅÔØ ËÏÒÅÎØ, Á

ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.14. ðÏÌÅ K ⊃ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x), ÅÓÌÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ K ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ÒÁÓËÌÁÄÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ ÎÅ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ

ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÉ ÎÁÄ ËÁËÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ �ÏÌÑ K,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ F .

�ÅÏÒÅÍÁ 2.15. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÌÑ F É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ F [x℄ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=F , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ

f(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ �ÏÌÅ, ×

ËÏÔÏÒÏÍ f(x) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ

ÉÄÅÑ ÚÄÅÓØ �ÒÏÓÔÁ: ÎÁÄÏ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ë �ÏÌÀ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). ðÒÏ×ÅÄ£Í ÉÎÄÕË�ÉÀ �Ï deg f(x). âÁÚÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ:

�ÒÉ deg f(x) = 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÌÉÎÅÅÎ, É ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ n > 1. åÓÌÉ ×ÓÅ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ f(x)

ÌÉÎÅÊÎÙ, ÔÏ ×Ó£ ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÎÅ�ÒÉ-

×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) | f(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÎÉÖÅ 2. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E

1

=F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÏÒÅÎØ � ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x). úÎÁÞÉÔ,

(x− �) | f(x) ÎÁÄ E

1

. òÁÚÄÅÌÉ× f(x) ÎÁ x − �, �ÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ E

1

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ó£ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ �Ï

�ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÁË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÏÌÅÊ, ËÁ-

ÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). �

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2.16. åÓÌÉ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ

F , Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ F ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏ×, ÔÏ K ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ F .

ðÒÉÍÅÒ 2.17. (1) ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

2−2 ÎÁÄ Q|

ÜÔÏ Q(
√
2).

(2) ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (x

2 − 2)(x

2 − 3) ÎÁÄ Q | ÜÔÏ

Q(
√
2;

√
3).

(3) ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

3 − 2 ÎÁÄ Q | ÜÔÏ ÎÅ Q( 3

√
2)

(ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÄÕÍÁÔØ), Á Q( 3

√
2; �), ÇÄÅ � ÅÓÔØ �ÅÒ-

×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ 1. üÔÏ �ÏÌÅ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË Q( 3

√
2;

√
−3). ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÞÉ-

ÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ.
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(4) ðÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

4

+4 ÎÁÄ Q| ÜÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ,

ËÁË Q(i), ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ 2. üÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó

ÔÅÍ, ÞÔÏ x

4

+ 4 = (x

2

+ 2x+ 2)(x

2 − 2x+ 2) =

∏
(x± 1± i).

éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2.15 Ó Ì£ÇËÏÓÔØÀ ÓÌÅÄÕÅÔ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.18. óÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n!.

2.4. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ �ÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ

ÓÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÖÅÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.20.

�ÅÏÒÅÍÁ 2.19. ðÕÓÔØ ' : F → F

′
| ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ, f(x) |

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ F , f

′
(x)| ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ. ðÕÓÔØ

E ⊃ F É E

′ ⊃ F

′
| �ÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É f

′
ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : E → E

′
,

ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ' (Ô.Å. � |
F

= ').

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ f(x) ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÄ F ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ: E = F , E

′
= F

′
, � = '. üÔÏ

ÂÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁ-

ÚÁÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n.

ðÕÓÔØ p(x) | ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌØ × f(x), ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2, É p

′
(x) = '(f(x)). ðÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ Ë �ÏÌÀ F

ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x): �ÕÓÔØ � ∈ E | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p(x),

� ∈ E

′
| ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ p

′
(x). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1.20, ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ �

′
: F (�) → F

′
(�), �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

'

′
: F → F

′
.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ F

1

= F (�), F

′
1

= F

′
(�), �

′
: F

1

→ F

′
1

| �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ

ÎÁÍÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

�ÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � : E → E

′
. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2.20. ìÀÂÙÅ Ä×Á �ÏÌÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x)

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.
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3. ìÅË�ÉÑ 3

3.1. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ. ÷ �ÒÏÛÌÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÎÁÕÞÉ-

ÌÉÓØ ÓÔÒÏÉÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÄÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÒÁÚ-

ÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ. ÷ÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï-

�ÒÏÓ: Á ËÁË �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÅ �ÏÌÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÒÁÚ-

ÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ? üÔÏ ÍÏÔÉ×ÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.1. ðÕÓÔØ F |�ÏÌÅ. F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ

ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ �ÏÌÑ F , ÅÓÌÉ F ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F , É

ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F [x℄ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÄ F ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.2. ðÏÌÅ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÄ F ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ (ÅÓÌÉ

ÏÎÏ ×ÏÏÂÝÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ | Á ÜÔÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ) ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, F = F : ÓËÏÌØËÏ ÎÉ ÚÁÍÙËÁÊ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÛØ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.3. ðÕÓÔØ F | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F . �Ï-

ÇÄÁ F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ

F , � | ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ F . �Ï-

ÇÄÁ F (�) | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ F , Á F ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ

F . úÎÁÞÉÔ, F (�) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÎÏ ÎÁÄ F . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔ � ÔÏÖÅ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F . ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ F , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×Á-

ÌÏÓØ. �

çÌÁ×ÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ �ÏÌÑ | �ÏÌÅ C.

�ÅÏÒÅÍÁ 3.4 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ). ðÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ.

ïÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÁÌÇÅÂÒÙ ÏÂÙÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-

ÓËÉÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ, Á ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ (\äÁÍÁ Ó ÓÏÂÁÞËÏÊ") ÉÌÉ

ÁÎÁÌÉÚÁ, ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ. ðÏÚÖÅ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÞÉ-

ÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ

ÔÅÏÒÉÀ çÁÌÕÁ.

ðÒÉ �Ï�ÙÔËÅ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÅÒ×ÁÑ ÍÙÓÌØ

ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÎÕÖÎÏ ÄÏÂÁ×ÉÔØ Ë �ÏÌÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ËÏÒÎÉ

×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. ïÄÎÁËÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ, × ËÁËÏÍ ÉÍÅÎÎÏ ÏÂß-

ÅÍÌÀÝÅÍ �ÏÌÅ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÌÉÂÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ ÉÈ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÕÀ ÉÎÄÕË�ÉÀ É ×ÅÄÑ

ÁËËÕÒÁÔÎÙÊ \ÂÕÈÇÁÌÔÅÒÓËÉÊ ÕÞ£Ô" ÔÏÇÏ, ËÁËÏÅ �ÏÌÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

íÙ �ÏÓÔÕ�ÉÍ ÉÎÁÞÅ, �ÒÉÍÅÎÉ× ÔÒÀË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ,
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üÍÉÌÀ áÒÔÉÎÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ×�ÒÏÞÅÍ, ÔÏÖÅ ÎÅ ÏÂÏÊÄ£ÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÁÎÓ-

ÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ | Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ Å£.

3.2. ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ. ðÕÓÔØ A | ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ≤,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× x; y; z ∈ A ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁË-

ÓÉÏÍÁÍ:

• x ≤ x (ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔØ);

• ÉÚ x ≤ y É y ≤ x ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x = y (ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ);

• ÉÚ x ≤ y É y ≤ z ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x ≤ z (ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ).

åÓÌÉ x ≤ y ÉÌÉ y ≤ x, ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ x É y ÓÒÁ×ÎÉÍÙ.

îÁ�ÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑ-

ÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. ãÅ�ØÀ, ÉÌÉ ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×ÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ A, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ. ÷ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ u ∈ A, ÞÔÏ b ≤ u ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ B. íÁËÓÉ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A | ÜÔÏ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ m ∈ A, ÞÔÏ

ÅÓÌÉ m ≤ x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ∈ A, ÔÏ m = x. (ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ | × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ).

ëÌÀÞÅ×ÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ | ÜÔÏ

�ÅÏÒÅÍÁ 3.5 (ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ). ðÕÓÔØ A| ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ Õ ÌÀÂÏÊ �Å�É ÅÓÔØ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ. �ÏÇÄÁ

× A ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

3.3. ëÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ.

�ÅÏÒÅÍÁ 3.6. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÌÑ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f = f(x) ∈ F [x℄ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1. óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÕ Ó×ÏÀ

�ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ x

f

É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï F [: : : ; x

f

; : : : ℄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ

(ÏÇÒÏÍÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ× ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ \ÅÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÕÀ" �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ; �ÏÌÕ-

ÞÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x

f

), ÌÅÖÁÝÉÊ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ I = (f(x

f

)), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ×ÓÅÍÉ ÔÁËÉÍÉ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ.

ìÅÍÍÁ 3.7. éÄÅÁÌ I ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ, Ô.Å. ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ

ËÏÌØ�ÏÍ F [: : : ; x

f

; : : : ℄.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. �ÏÇÄÁ 1 ∈ I. úÎÁÞÉÔ,

ÅÄÉÎÉ�Á ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÁ:

1 = g

1

f

1

(x

f

1

) + g

2

f

2

(x

f

2

) + · · ·+ g

n

f

n

(x

f

n

):
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ðÏÌÏÖÉÍ x

i

= x

f

i

�ÒÉ i ÏÔ 1 ÄÏ n É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x

n+1

; : : : ; x

m

×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g

i

(ÔÁ-

ËÏ×ÙÈ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

1 = g

1

(x

1

; : : : ; x

m

)f

1

(x

1

) + · · ·+ g

n

(x

1

; : : : ; x

m

)f

n

(x

n

):

ðÕÓÔØ F̃ | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÏÒÅÎØ �

i

ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f

i

(x). ðÏÌÏÖÉÍ x

i

= �

i

�ÒÉ i ÏÔ 1 ÄÏ n, Á

x

n+1

; : : : ; x

m

�ÏÌÏÖÉÍ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ; �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ (× �ÏÌÅ F̃ ) 0 = 1.

ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ; ÚÎÁÞÉÔ, ÉÄÅÁÌ I ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ. �

óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ãÏÒÎÁ, I ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÉÄÅÁÌÅ

m ⊂ F [: : : ; x

f

; : : : ℄. ðÏÌÏÖÉÍ K

1

= F [: : : ; x

f

; : : : ℄=m. üÔÏ �ÏÌÅ (Ô.Ë.

ÉÄÅÁÌ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÏ�ÉÀ F . õ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ× f × ÜÔÏÍ �ÏÌÅ ÅÓÔØ �Ï ËÏÒÎÀ | ÜÔÏ ÏÂÒÁÚÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x

f

�ÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ�ÉÉ, Ô.Ë. f(x

f

) ∈ I ⊂ m. íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ

K

1

=F , × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ F [x℄ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.

äÁÌÅÅ �ÒÉÍÅÎÉÍ ÔÕ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ Ë �ÏÌÀ K

1

: �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÁËÏÅ

ÅÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ

ÉÚ F ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ. ðÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ

F = K

0

⊂ K

1

⊂ K

2

⊂ · · · ⊂ K

j

⊂ K

j+1

⊂ : : :

ðÏÌÏÖÉÍ K =

⋃
j≥0

K

j

. üÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÑ F . ñÓÎÏ, ÞÔÏ K

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ: ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÚ K[x℄ ÉÍÅÅÔ ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÙ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ K

j

, ÔÏ ÅÓÔØ, �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ ×

K

j+1

. �

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÍÙ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÕÞÉÌÉ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F . ïÄÎÁËÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÁÍ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔÓÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.8. ðÕÓÔØ K | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÌÅ,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× F ⊂
K ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ. �

úÁÄÁÞÁ 3.9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

3.4. óÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙ-

ËÁÎÉÅÍ F �ÏÌÑ F ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F [x℄ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ

ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

f(x) = (x− �

1

)

n

1

: : : (x− �

k

)

n

k

:

üÌÅÍÅÎÔ �

i

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÔÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ f(x), ÅÓÌÉ n

i

> 1.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.10. íÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) ∈ F [x℄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅ�ÁÒÁ-

ÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ × F (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ

ÓÁÍÏÅ, ÎÉ × ËÁËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ �ÏÌÑ F ).
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ëÁË ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ËÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ?

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.11. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = a

n

x

n

+ · · ·+
a

1

x+a

0

∈ F [x℄ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

′
(x) = na

n

x

n−1

+(n−1)a

n−1

x

n−2

+

· · ·+ 2a

2

x+ a

1

∈ F [x℄.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3.12. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÄÁÅÔÓÑ ×

ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ É ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÎÉËÁËÉÈ Ü�ÓÉÌÏ-

ÎÏ×, ÄÅÌØÔ É �ÒÏÞÉÈ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÈÏÄÏ×. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ

ÓÍÙÓÌ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ (× Ô.Þ. �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ).

ïÄÎÁËÏ �ÒÉ×ÙÞÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Õ ÎÅÇÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.13. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ (f + g)

′
(x) = f

′
(x) + g

′
(x) É

(fg)

′
(x) = f

′
(x)g(x) + f(x)g

′
(x).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.14. f(x) ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ � (ÎÁÄ ËÁËÉÍ-

ÌÉÂÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ �ÏÌÑ F ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � ÔÁËÖÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ËÏÒÎÅÍ f

′
(x). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, f ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ (f; f

′
) = 1.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.15. äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ.

ðÒÉÍÅÒ 3.16. f = x

n − 1. åÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f

′
(x) = nx

n−1

ÉÍÅÅÔ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, ÒÁ×ÎÙÊ 0, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÁ Ó

f(x). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÍÅÀÔÓÑ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ n-Ê

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.

ðÒÉÍÅÒ 3.17. ðÕÓÔØ F
p

| �ÏÌÅ ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = x

p

n−x ∈ F
p

[x℄. åÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÁÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Å, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ: ÉÍÅÅÔ

ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ F
p

ÒÏ×ÎÏ p

n

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.18. ÷ÓÑËÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ �ÏÌÅÍ

ÎÕÌÅ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ, É deg f(x) = n. åÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔÅÌÉ | ÜÔÏ ÏÎ ÓÁÍ É 1. îÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f

′
(x)

ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ n− 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÉÈ ÄÅÌÉÔÅ-

ÌÅÊ Ó f(x). �

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ �ÏÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄ ÎÉÍ

ÓÔÅ�ÅÎØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ n − 1, Á ÍÅÎØÛÅ

(ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 0: ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x

p

(Ô.Å. ÔÅ, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ ÍÏÎÏÍÙ 1, x

p

, x

2p

É Ô.Ä.).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.19 (íÅÞÔÁ �ÅÒ×ÏËÕÒÓÎÉËÁ). ðÕÓÔØ harF = p.

�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b ∈ F ×ÅÒÎÏ, ÞÔÏ (a+b)

p

= a

p

+b

p

É (ab)

p

= a

p

b

p

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÇÄÁ. ðÅÒ×ÏÅ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ Ó ÕÞ£ÔÏÍ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ,

ÞÔÏ �ÒÉ k 6= 0; p ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ

(
p

k

)
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ

ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎ 0 × �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ p. �



áìçåâòá, �òå�éê óåíåó�ò 15

éÚ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : F → F ,

'(a) = a

p

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ �ÏÌÑ F . ïÎ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ. åÓÌÉ F ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ' |

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ (�ÏÞÅÍÕ?).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.20. ÷ÓÑËÉÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ËÏÎÅÞ-

ÎÙÍ �ÏÌÅÍ F ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ harF = p. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ f(x) ÎÅÓÅ�Á-

ÒÁÂÅÌÅÎ. �ÏÇÄÁ f

′
(x) = 0. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ f(x) = q(x

p

). äÁÌÅÅ,

�ÏÓËÏÌØËÕ ' | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÑ F ÉÚ×ÌÅ-

ËÁÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ p-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ F ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ

y ∈ F , ÞÔÏ y

p

= x. ðÏÜÔÏÍÕ

f(x) = q(x

p

) =

∑
a

k

x

kp

=

∑
(b

k

)

p

x

kp

=

(∑
b

k

x

k

)
p

:

á ÜÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x). �

úÄÅÓØ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÑ F ÉÚ-

×ÌÅËÁÅÔÓÑ ËÏÒÅÎØ p-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ. �ÁËÉÅ �ÏÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏ×ÅÒÛÅÎ-

ÎÙÍÉ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3.21. ðÕÓÔØ harF = p. ðÏÌÅ F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÅÒ-

ÛÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ F ÎÁÊÄ£ÔÓÑ y ∈ F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

y

p

= x.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É

�ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.22. ÷ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÄ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÍ �ÏÌÅÍ

ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

þÔÏÂÙ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÖÉÚÎØ ÎÅ ËÁÚÁÌÁÓØ ÍÅÄÏÍ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÎÅ-

�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ, ÎÏ ÎÅÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

ðÒÉÍÅÒ 3.23. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÅ F
2

(t) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ

ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁÄ F
2

. éÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ t × ÜÔÏÍ �ÏÌÅ ÎÅ ÉÚ×ÌÅËÁÅÔÓÑ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ. (ëÏÎÔÒÏÌØÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ: ÞÔÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ

ÜÎÄÏÍÏÒÆÉÚÍÁ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ?)

íÎÏÇÏÞÌÅÎ x

2 − t ∈ (F
2

(t))[x℄ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ F
2

(t). îÁÄ ÅÇÏ

ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÏÎ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ: x

2−t = (x−
√
t)(x+

√
t). ïÄÎÁËÏ ÜÔÉ Ä×Á ËÏÒÎÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ,

�ÏÓËÏÌØËÕ

√
t = −

√
t! ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

3.5. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ. ðÕÓÔØ n > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

p

n −
x ∈ F

p

[x℄ ÉÚ �ÒÉÍÅÒÁ 3.17. íÙ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÄ F
p

ÏÎ ÉÍÅÅÔ p

n

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÅÒÅÚ F.
ðÕÓÔØ � É � | ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. �ÏÇÄÁ (��)

p

n

= ��,

(�

−1

)

p

n

= �

−1

É (�+�)

p

n

= �

p

n

+�

p

n

= �+�. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F
ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ ÓÕÍÍÙ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ,

Ô.Å. ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÌÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
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x

p

n−x É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÞÅÇÏ ÂÏÌÅÅ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. ÷ ÎÅÍ p

n

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÏÜÔÏÍÕ [F : F
p

℄ = n.

äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ F | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ

p. ÷ Î£Í p

n

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F×
ÉÍÅÅÔ �Ï-

ÒÑÄÏË p

n − 1, �ÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ F×
× ÓÔÅ�ÅÎÉ p

n − 1

ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å. úÎÁÞÉÔ, ÏÎ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x

p

n − x = 0.

ðÏÜÔÏÍÕ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

p

n − x. íÙ

ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3.24. ëÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ �ÏÒÑÄËÁ p

n

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 3.25. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÅÇÏ

ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á F×
�ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.
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4. ìÅË�ÉÑ 4

4.1. á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ �ÏÌÅÊ. ðÕÓÔØ K | �ÏÌÅ, F | ÅÇÏ �ÏÄ�ÏÌÅ.

á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑK | ÜÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ � : K → K. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ �ÏÄ�ÏÌÅ F ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ, ÅÓÌÉ �� = �

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈ F . çÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

ÞÅÒÅÚ Aut(K), �ÏÄÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-

ÎÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅ F | ÞÅÒÅÚ Aut(K=F ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Á×ÔÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ �(0) = 0 É �(1) = 1, ÔÏ � ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ �ÒÏ-

ÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ Q ÉÌÉ F
p

. úÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ F | �ÒÏÓÔÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ, ÔÏ

Aut(K=F ) = Aut(K).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ K, ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÎÁÄ F , �ÒÉ ÌÀÂÏÍ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.1. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÎ ÎÁÄ F ,

É m

�

(x) | ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � ∈
Aut(K=F ) ÜÌÅÍÅÎÔ �� | ÔÏÖÅ ËÏÒÅÎØ m

�

(x). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ

� | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ F [x℄, ÔÏ �� | ÔÏÖÅ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(�) = a

n

�

n

+ · · ·+ a

1

� + a

0

= 0. ðÒÉÍÅ-

ÎÉÍ Ë ÜÔÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �. õÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ �(a

i

) = a

i

,

�ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ a

n

(��)

n

+ · · · + a

1

�� + a

0

= 0, ÞÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

f(��) = 0. �

ðÒÉÍÅÒ 4.2. ðÕÓÔØ K = Q(
√
2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔ

√
2; ÅÇÏ ÍÉ-

ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ | x

2 − 2. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Á×-

ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � ∈ AutQ(
√
2) ÜÌÅÍÅÎÔ �(

√
2) ÔÏÖÅ ÅÓÔØ ËÏÒÅÎØ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ

√
2 ÉÌÉ −

√
2. üÔÏ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ Á×-

ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � : × �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, Á

×Ï ×ÔÏÒÏÍ | ÜÔÏ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÅ: �(a + b

√
2) = a − b

√
2. ðÏÜÔÏÍÕ

AutQ(
√
2) = Z=2Z.

ðÒÉÍÅÒ 4.3. ðÕÓÔØ K = Q( 3

√
2). �ÏÇÄÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ

3

√
2 | ÜÔÏ x

3 − 2. ÷ �ÏÌÅ K ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕÄÏ-

×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x

3 − 2 = 0 (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ä×Á ËÏÒÎÑ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÌÅÖÁÔ É ×

Q( 3

√
2). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ Q( 3

√
2) ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ

3

√
2 ÎÁ

ÍÅÓÔÅ, Á ÚÎÁÞÉÔ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ: AutQ( 3

√
2) = {1}.

4.2. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ É �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × Aut(K=F ).

ðÕÓÔØ E | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ \�ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅ" �ÏÄ�ÏÌÅ × K: F ⊂ E ⊂ K.

�ÏÇÄÁ × Aut(K=F ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÏÄÇÒÕ��Õ Aut(K=E) Á×ÔÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ E ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ. ïÂÒÁÔÎÏ, �ÏÄÇÒÕ��Å H

× Aut(K=F ) ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× K

H ⊂ K,

ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ H ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.



18 å. à. óíéòîï÷

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.4. ðÕÓÔØ H ⊂ Aut(K=F ) | �ÏÄÇÒÕ��Á. �ÏÇÄÁ

K

H

= {� ∈ K | �� = � ∀� ∈ H} | �ÏÄ�ÏÌÅ × K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

K

H

ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×ÚÑÔÉÑ ÓÕÍÍÙ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É

ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ. úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ �ÏÄ�ÏÌÅ. �

óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4.5. �ÁËÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ É �ÏÄ-

ÇÒÕ��ÁÍÉ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ F

1

⊂ F

2

⊂ K, ÔÏ

Aut(K=F

2

) ⊃ Aut(K=F

1

). ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ H

1

⊂ H

2

⊂ Aut(K=F ),

ÔÏ K

H

1 ⊃ K

H

2

.

ðÒÉÍÅÒ 4.3 �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÂÉÅË-

ÔÉ×ÎÏ: ÔÁË, �ÏÄ�ÏÌÀ Q ⊂ Q( 3

√
2) É ×ÓÅÍÕ �ÏÌÀ Q( 3

√
2) ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ (ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ) �ÏÄÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×. ðÏ-

ÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× × Aut(K=F ) \ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏ" ÄÌÑ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙÍ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ:

ðÒÉÍÅÒ 4.6. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ K = Q( 3

√
2;

√
−3) | �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

3 − 2 (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÉÍÅÀÔ ×ÉÄ �

j

3

√
2, ÇÄÅ

0 ≤ j ≤ 2, Á � = (−1 +
√
−3)=2 | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ 1

ÓÔÅ�ÅÎÉ 3). üÔÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6. çÒÕ��Á Aut(K) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÛÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, Ô.Å. Aut(K)

∼
=

S

3

. ÷ K ÉÍÅ-

ÅÔÓÑ ÏÄÎÏ �ÏÄ�ÏÌÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ Q |

ÜÔÏ Q(
√
−3), É ÔÒÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Q ÓÔÅ�ÅÎÉ 3: ÜÔÏ Q( 3

√
2), Q(� 3

√
2) É

Q(�2
3

√
2). ðÏÄÇÒÕ��Ù, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ �ÏÄ�ÏÌÑÍ × S

3

| ÜÔÏ ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á A

3

(ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÉÎÄÅËÓ 2) É ÔÒÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÉÎ-

ÄÅËÓÁ 3, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÙÅ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÏÒÍÁÌØ-

ÎÙÍÉ. ÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ

�ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ É �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ, �ÒÉÞ£Í ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÄ�ÏÌÑ ÎÁÄ

Q ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÕ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÅÍÕ �ÏÄÇÒÕ��Ù × Aut(K).

�ÁËÉÅ \ÈÏÒÏÛÉÅ" ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍÉ

çÁÌÕÁ.

4.3. òÁÓÛÉÒÅÎÉÑ çÁÌÕÁ. æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÁÎÏÎÓÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁ-

ÚÁÎÙ �ÏÚÖÅ.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.7. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |Aut(K=F )| ≤ [K : F ℄.

íÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ �ÒÉÍÅÒÁÈ, ÞÔÏ × \ÈÏÒÏÛÉÈ" ÓÌÕÞÁÑÈ

(ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ, ÉÌÉ × �ÒÉÍÅÒÅ 4.6) ÜÔÏ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÄÁÄÉÍ \ÈÏÒÏÛÅÊ"

ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ:
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ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.8. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ �ÏÌÅÊ K=F ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅ-

ÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, ÅÓÌÉ

|Aut(K=F )| = [K : F ℄:

çÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ K �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÇÒÕ��ÏÊ

çÁÌÕÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ Gal(K=F ).

âÉÅË�ÉÉ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ × K É �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × Aut(K=F ), ËÏ-

ÔÏÒÕÀ ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ × �ÒÉÍÅÒÁÈ 4.2 É 4.6, ÓÕÔØ ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÅÊ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.9 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ). ðÕÓÔØ K=F |

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ ×

K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ F , É �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × ÇÒÕ��Å G = Gal(K=F ). ðÒÉ

ÜÔÏÊ ÂÉÅË�ÉÉ �ÏÄ�ÏÌÀ E ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��ÁH = Aut(K=E) ⊂
G, Á �ÏÄÇÒÕ��Å H ⊂ G | Å£ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ E = K

H

. üÔÁ

ÂÉÅË�ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(1) ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ: E

1

⊂ E

2

⇔ H

1

⊃ H

2

;

(2) ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [K : E℄ ÒÁ×ÎÁ �ÏÒÑÄËÕ ÇÒÕ��Ù H, Á

ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [E : F ℄ | ÉÎÄÅËÓÕ �ÏÄÇÒÕ��Ù [G : H℄;

(3) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, É Gal(K=E) =

H;

(4) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E=F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G; �ÒÉ ÜÔÏÍ Gal(E=F ) = G=H;

(5) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅÊ E

1

∩E
2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á 〈H
1

; H

2

〉 ⊂
G, Á ËÏÍ�ÏÚÉÔÕ �ÏÌÅÊ E

1

E

2

| �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÒÕ�� H

1

∩H

2

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÓÔÁ×-

ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ É ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ.

4.4. èÁÒÁËÔÅÒÙ.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.10. (íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÙÊ) ÈÁÒÁËÔÅÒ ÇÒÕ��Ù G

ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ × �ÏÌÅ L | ÜÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � : G → L

∗
.

èÁÒÁËÔÅÒ ÍÏÖÎÏ (É ÎÕÖÎÏ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË L-ÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎË-

�ÉÀ ÎÁ ÇÒÕ��Å G.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4.11. ÷ ËÕÒÓÅ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÍÙ ÕÖÅ ×ÓÔÒÅÞÁ-

ÌÉÓØ Ó ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÓÌÅÄÙ

×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ) �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÅÎÉÊ. ïÄÎÁËÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ Õ ÎÁÓ ÂÙÌÉ ÔÏÌØËÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÚÎÁÞÎÙÅ,

É ÒÁÂÏÔÁ Ó ÎÉÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁ Ó�Å�ÉÆÉËÕ �ÏÌÑC. ïËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ | ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÌÉ-

ÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ× | ×ÅÒÎÙ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ

�ÏÌÑ.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.12. ðÏ�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ �

1

; : : : ; �

n

ÌÉÎÅÊÎÏ

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ËÁË ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ G.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: �ÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÕÌÅ-

×ÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×, Ô.Å. �ÒÉ ×ÓÅÈ g ∈ G

a

1

�

1

(g) + · · ·+ a

n

�

n

(g) = 0:

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ (Ô.Å. ×ÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ-

�ÉÑ n− 1 ÈÁÒÁËÔÅÒÁ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÈÁÒÁËÔÅÒÙ �

1

É �

n

ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ

h, ÞÔÏ �

1

(h) 6= �

n

(h). äÏÍÎÏÖÉÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ �

n

(h):

a

1

�

n

(h)�

1

(g) + · · ·+ a

n

�

n

(h)�

n

(g) = 0: (∗)
ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ g

a

1

�

1

(hg) + · · ·+ a

n

�

n

(hg) = 0;

ÔÏ ÅÓÔØ, × ÓÉÌÕ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÏ×,

a

1

�

1

(h)�

1

(g) + · · ·+ a

n

�

n

(h)�

n

(g) = 0:

÷ÙÞÔÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (∗):
a

1

[�

1

(h)− �

n

(h)℄�

1

(g) + · · ·+ a

n−1

[�

n−1

(h)− �

n

(h)℄�

n−1

(g) = 0:

íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÕÀ (Ô.Ë. �

1

(h) − �

n

(h) 6= 0) ÌÉÎÅÊÎÕÀ

ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÉÚ n−1 ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ. ðÒÏ-

ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. �

ðÕÓÔØ � : K → L | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ (ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ, Á ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ, ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÊ). �ÏÇÄÁ � : K

∗ → L

∗
| ÈÁÒÁËÔÅÒ. ïÂÒÁÔÎÏ,

ËÁÖÄÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁ£Ô ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ: � ÎÕÖÎÏ ÄÏ-

Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÏÌØËÏ × ÎÕÌÅ, Á �(0) = 0. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.13. ðÕÓÔØ �

1

; : : : ; �

n

| ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÌÏÖÅÎÉÑ K → L.

�ÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ËÁË L-ÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ K.

4.5. ðÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ ÒÁ×ÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ �ÏÌÑ ÎÁÄ ÅÅ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ �ÏÄ�ÏÌÅÍ. ÷ ÜÔÏÍ

ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

�ÅÏÒÅÍÁ 4.14. ðÕÓÔØ G = {�
1

= 1; : : : ; �

n

} | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕ��Á

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ K, É �ÕÓÔØ F = K

G

| ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ

ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù. �ÏÇÄÁ [K : F ℄ = n = |G|.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ n ≤ [K : F ℄. ðÒÅÄ�ÏÌÏ-

ÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: n > [K : F ℄ = m, É �ÕÓÔØ !

1

; : : : ; !

m

| ÂÁÚÉÓK ËÁË

×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÄ F . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

�

1

(!

1

)x

1

+ · · ·+ �

n

(!

1

)x

n

= 0;

: : :

�

1

(!

m

)x

1

+ · · ·+ �

n

(!

m

)x

n

= 0:

üÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÚ m ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n > m ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ. úÎÁÞÉÔ, Õ ÎÅ£

ÅÓÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �

1

; : : : ; �

n

, ÇÄÅ �

i

∈ K.
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ðÕÓÔØ a

1

; : : : ; a

m

|�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ F . �ÏÇÄÁ �

i

(a

j

) =

a

j

. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏ, ÄÏÍÎÏÖÉÍ i-Å ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ a

i

É �ÏÌÕÞÉÍ:

�

1

(a

1

!

1

)�

1

+ · · ·+ �

n

(a

1

!

1

)�

n

= 0;

: : :

�

1

(a

m

!

m

)�

1

+ · · ·+ �

n

(a

m

!

m

)�

n

= 0:

óÌÏÖÉ× ×ÓÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

�

1

(a

1

!

1

+ · · ·+ a

m

!

m

)�

1

+ · · ·+ �

n

(a

1

!

1

+ · · ·+ a

m

!

m

)�

n

= 0:

ìÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ × ÓËÏÂËÁÈ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ a

i

ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ K, Ô.Ë. !

i

| ÂÁÚÉÓ. úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ � ∈ K

�

1

(�)�

1

+ · · ·+ �

n

(�)�

n

= 0:

ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ �

i

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4.13.

�Å�ÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: n ≥ [K : F ℄.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÔÅÍ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ G | ÜÔÏ

ÇÒÕ��Á, Á ÎÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×.

éÔÁË, ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ n < [K : F ℄. ðÏÜÔÏÍÕ × K ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ

n+1 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ÎÁÄ F ÜÌÅÍÅÎÔ �

1

; : : : ; �

n+1

∈ K. óÎÏ×Á

ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ:

�

1

(�

1

)x

1

+ · · ·+ �

1

(�

n+1

)x

n+1

= 0;

: : :

�

n

(�

1

)x

1

+ · · ·+ �

n

(�n+ 1)x

n+1

= 0:

ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �

1

; : : : ; �

n+1

∈ K. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ

ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÏÅ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉ-

ÞÅÓÔ×Ï ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ r) ÍÉ-

ÎÉÍÁÌØÎÏ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ �

i

ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ÉÚ F : ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

�ÏÓËÏÌØËÕ �

1

= 1, ÔÏ �

1

�

i

= �

i

, É ÅÓÌÉ ÂÙ ×ÓÅ �

i

ÂÙÌÉ ÉÚ F , ÔÏ

ÉÚ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÂÙ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �

i

ÎÁÄ

F . âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �

1

6= F . äÁÌÅÅ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÙÅ

r ÞÉÓÅÌ �

1

; : : : ; �

r

ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÍÎÏÖÉ× ÉÈ ×ÓÅ ÎÁ

�ÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �

r

= 1. �ÏÇÄÁ ÓÉÓÔÅÍÁ �ÒÉÍÅÔ

×ÉÄ

�

1

(�

1

)�

1

+ · · ·+ �

1

(�

r−1

)�

r−1

+ �

1

(�

r

) = 0;

: : :

�

n

(�

1

)�

1

+ · · ·+ �

n

(�

r−1

)�

r−1

+ �

n

(�

r

) = 0;

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ,

�

i

(�

1

)�

1

+ · · ·+ �

i

(�

r−1

)�

r−1

+ �

i

(�

r

) = 0: (∗∗)
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óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ~�, ÞÔÏ ~��

1

6= �

1

. ðÒÉÍÅÎÉ× ~� Ë

(∗∗), �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ

~��

i

(�

1

)~�(�

1

) + · · ·+ ~��

i

(�

r−1

)~�(�

r−1

) + ~��

i

(�

r

) = 0:

íÙ �ÏÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÎÁ G ÌÅ×ÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ ~�. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

{�
1

; : : : ; �

n

} É {~��
1

; : : : ; ~��

n

} ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. úÎÁÞÉÔ, �ÏÓÌÅÄÎÀÀ ÓÉ-

ÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ (�ÏÍÅÎÑ× �ÏÒÑÄÏË ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ)

ËÁË

�

i

(�

1

)~�(�

1

) + · · ·+ �

i

(�

r−1

)~�(�

r−1

) + �

i

(�

r

) = 0:

÷ÙÞÔÑ ÉÚ ÎÅ£ (∗∗), �ÏÌÕÞÉÍ ÓÉÓÔÅÍÕ

�

i

(�

1

)[~�(�

1

)− �

1

℄ + · · ·+ �

i

(�

r−1

)[~�(�

r−1

)− �

r−1

℄ = 0:

íÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (�ÏÓËÏÌØËÕ

~�(�

1

) 6= �

1

), Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ r − 1 ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ËÏÍ�Ï-

ÎÅÎÔÙ. üÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ r.

úÎÁÞÉÔ, |G| = [K : F ℄. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

�
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5. ìÅË�ÉÑ 5

÷ ÜÔÏÊ ÌÅË�ÉÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ. äÌÑ

ÜÔÏÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ×Ù×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.14.

5.1. �ÒÉ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 4.14.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.1. ðÕÓÔØ K=F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ |Aut(K=F )| ≤
[K : F ℄.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ F

1

|ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÇÒÕ��Ù Aut(K=F ).

�ÏÇÄÁ F

1

⊃ F . ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4.14 |Aut(K=F )| = [K : F

1

℄ = [K :

F ℄=[F

1

: F ℄ ≤ [K : F ℄. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.2. ðÕÓÔØ G| ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �ÏÌÑ

K, É F = K

G

. �ÏÇÄÁ ×ÓÑËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ K, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ

F ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × G, Ô.Å. Aut(K=F ) = G. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, �ÏÄ�ÏÌÅ F ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

G, ÔÏ ÅÓÔØ G ⊂ Aut(K=F ), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, |G| ≤ |Aut(K=F )|. îÏ

�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 4.14 ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |G| = [K : F ℄, Á �Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ

ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ |Aut(K=F )| ≤ [K : F ℄. ðÏÌÕÞÁÅÍ �Å�ÏÞËÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×:

[K : F ℄ = |G| ≤ |Aut(K=F )| ≤ [K : F ℄:

úÎÁÞÉÔ, ÏÎÉ ×ÓÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.3. ðÕÓÔØ G

1

; G

2

⊂ Aut(K). åÓÌÉ G

1

6= G

2

, ÔÏ K

G

1 6=
K

G

2

.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ F

1

= K

G

1

, F

2

= K

G

2

. åÓÌÉ F

1

= F

2

, ÔÏ

�ÏÌÅ F

1

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G

2

, É �ÏÜÔÏÍÕ G

2

⊂ G

1

. áÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ G

1

⊂ G

2

. ðÏÜÔÏÍÕ G

1

= G

2

. �

5.2. îÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4. ðÕÓÔØ f(x) ∈ F [x℄ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ

ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, E | ÅÇÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. �ÏÇÄÁ E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁ�ÏÍÎÉÍ (ÜÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 2.15), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' : F → F

′
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÊ ÅÇÏ ÉÚÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍ �ÏÌÅÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f É '(f), ÏÂÏÚÎÁÞÁ×ÛÉÊÓÑ ÞÅ-

ÒÅÚ � : E → E

′
.

ðÏËÁÖÅÍ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [E : F ℄, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× �, �ÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ ', ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ [E : F ℄, �ÒÉÞÅÍ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅ-

ÌÅÎ.

âÁÚÁ ÉÎÄÕË�ÉÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ [E : F ℄ = 1, ÔÏ E = F , É � = '.
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åÓÌÉ [E : F ℄ > 1, ÔÏ Õ f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÓÏÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌØ p(x). ðÕÓÔØ � | ËÏÒÅÎØ p(x). åÓÌÉ � | �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ

', ÔÏ �ÕÓÔØ � = �|
F (�)

: F (�) → E

′
. çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÚÁÄÁ£ÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ �. ñÓÎÏ, ÞÔÏ � = �� | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ p

′
(x) = '(p(x)). ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ '

ÄÏ � : F (�) → F

′
(�) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ deg p(x) = [F (�) : F ℄, �ÒÉ-

ÞÅÍ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÅÍÕ, ÅÓÌÉ p(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ. �Å�ÅÒØ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ-

ÍÅÎÉÔØ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ Ë �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ

� : F (�) → F

′
(�) ÄÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ � : E → E

′
. þÉÓÌÏ ÜÔÉÈ �ÒÏ-

ÄÏÌÖÅÎÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË�ÉÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ [E :

F (�)℄.

äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ [E : F ℄ =

[E : F (�)℄[F (�) : F ℄. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ' ÄÏ �, Ô.Å.

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Aut(E=F ), ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ [E : F ℄ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

f(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5.5. îÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. õÄÏÂÎÏ ÓÆÏÒÍÕ-

ÌÉÒÏ×ÁÔØ ÅÇÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ, × ÆÏÒÍÅ \ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ".

�ÅÏÒÅÍÁ 5.6. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏ-

ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÄ F . âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÁÖÄÙÊ

ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F , ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÉ

× K, ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÌÅÖÁÔ × K.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. þÁÓÔØ \ÔÏÇÄÁ" { ÜÔÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5.4.

äÏËÁÖÅÍ ÞÁÓÔØ \ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ". óÎÁÞÁÌÁ �ÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

p(x) ∈ F [x℄ Ó ËÏÒÎÅÍ × K ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÄ K ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ. ðÕÓÔØ G = Gal(K=F )

ðÕÓËÁÊ � ∈ K | ËÏÒÅÎØ p(x); ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÂÉÔÕ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÎÑ

�ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÇÒÕ��Ù çÁÌÕÁ: G� = {�
1

; : : : ; �

r

} (×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �Ï-

ÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ � ∈ G

ËÁË-ÔÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) = (x −
�

1

) : : : (x−�

r

) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ �

1

; : : : ; �

r

) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ G, �ÏÜÔÏÍÕ ÏÎÉ

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÌÀ F .

ðÏÓËÏÌØËÕ p(x) ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ É ÉÍÅÅÔ � ËÏÒÎÅÍ, ÔÏ p(x) | ÍÉÎÉ-

ÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÌÑ � ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F . îÏ � ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ-

ÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ F [x℄. ðÏÜÔÏÍÕ p(x)|f(x) × F [x℄. îÏ, Ó ÄÒÕ-

ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �

1

; : : : ; �

r

| ËÏÒÎÉ p(x), �ÏÜÔÏÍÕ f(x)|p(x).
úÎÁÞÉÔ, p(x) = f(x). ðÏÜÔÏÍÕ p(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ

ÌÅÖÁÔ × K.
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äÁÌÅÅ, �ÕÓÔØ K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É !

1

; : : : ; !

n

| ÂÁÚÉÓ

�ÏÌÑ K ÎÁÄ F . ðÕÓÔØ p

i

(x) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁ

!

i

. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ, ÏÎ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, É ×ÓÅ ÅÇÏ ËÏÒÎÉ ÌÅÖÁÔ ×

K. ÷ÏÚØÍ£Í �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×: f(x) = p

1

(x) : : : p

n

(x).

ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ f(x) ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ËÒÁÔ-

ÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (Ô.Å. ÜÔÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ f(x) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ,

Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÏÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×). íÎÏÇÏÞÌÅÎ g(x) ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌÅÎ, ÅÇÏ �ÏÌÅ

ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ !

1

; : : : ; !

n

, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ K. ó ÄÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ, ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÌÅÖÁÔ × K. ðÏÜÔÏÍÕ K É

ÅÓÔØ ÅÇÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ. �

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5.7. ðÕÓÔØK=F |ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, � ∈ Gal(K=F ),

� ∈ K. üÌÅÍÅÎÔÙ � É �� ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ. åÓÌÉ E ⊂ K,

ÔÏ �(E) | ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ Ë E �ÏÄ�ÏÌÅ.

÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ × ÒÁÓ-

ÛÉÒÅÎÉÉ çÁÌÕÁ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏ-

�ÒÑÖ£ÎÎÙÍÉ (Ô.Å. ÇÒÕ��Á çÁÌÕÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ËÏÒÎÑÈ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ).

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ

çÁÌÕÁ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ K=F | ÜÔÏ:

(1) �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ × F ;

(2) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ K

Aut(K=F )

ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ F (Ô.Å. ÎÅ

ÂÏÌØÛÅ);

(3) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |Aut(K=F ) = [K : F ℄ (ÉÓÈÏÄÎÏÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ);

(4) ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ.

5.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ. îÁ-

�ÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÍÙ Å£ ÕÖÅ �ÒÉ×ÏÄÉÌÉ ×

�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ):

�ÅÏÒÅÍÁ 5.8 (ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ). ðÕÓÔØ K=F |

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÉÅË�ÉÑ ÍÅÖÄÕ �ÏÄ�ÏÌÑÍÉ ×

K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÉ F , É �ÏÄÇÒÕ��ÁÍÉ × ÇÒÕ��Å G = Gal(K=F ). ðÒÉ

ÜÔÏÊ ÂÉÅË�ÉÉ �ÏÄ�ÏÌÀ E ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÇÒÕ��ÁH = Aut(K=E) ⊂
G, Á �ÏÄÇÒÕ��Å H ⊂ G | Å£ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ E = K

H

. üÔÁ

ÂÉÅË�ÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

(1) ÏÎÁ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ: E

1

⊂ E

2

⇔ H

1

⊃ H

2

;

(2) ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [K : E℄ ÒÁ×ÎÁ �ÏÒÑÄËÕ ÇÒÕ��Ù H, Á

ÓÔÅ�ÅÎØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ [E : F ℄ | ÉÎÄÅËÓÕ �ÏÄÇÒÕ��Ù [G : H℄;

(3) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ K=E Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ, É Gal(K=E) =

H;

(4) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E=F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ × G; �ÒÉ ÜÔÏÍ Gal(E=F ) = G=H;

(5) ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ �ÏÄ�ÏÌÅÊ E

1

∩E
2

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕ��Á 〈H
1

; H

2

〉 ⊂
G, Á ËÏÍ�ÏÚÉÔÕ �ÏÌÅÊ E

1

E

2

| �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÇÒÕ�� H

1

∩H

2

.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, �Ï ËÁÖÄÏÊ �ÏÄÇÒÕ��ÅH ⊂ G = Gal(K=F )

ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÄ�ÏÌÅ E = K

H ⊂ K. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 5.3,

ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ: ÒÁÚÎÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ ÏÔ×ÅÞÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ

�ÏÄ�ÏÌÑ.

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ K | �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÓÅ�ÁÒÁÂÅÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

f(x) ∈ F [x℄, ÔÏ f(x) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÌØ�Á E[x℄

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÑ E ⊃ F . ðÏÜÔÏÍÕ K ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅ-

ÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × E. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ K=E ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ (Ï�ÉÓÁÎÉÅ (1) ÉÚ �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÕÎËÔÁ). óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, E ÅÓÔØ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÇÒÕ��Ù

Aut(K=E) ⊂ G. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ �ÏÄ�ÏÌÅ × K, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ F , ÅÓÔØ

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ⊂ G. úÎÁÞÉÔ, ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ çÁÌÕÁ | ÂÉÅË�ÉÑ.

ïÂÒÁÝÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ (ÞÁÓÔØ (1) ÔÅÏÒÅÍÙ) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.

äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ E = K

H

| ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù H, ÔÏ [K :

E℄ = |H| (Ô.Ë. K=E | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ), Á [K : F ℄ = |G| (�Ï ÔÏÊ
ÖÅ �ÒÉÞÉÎÅ), �ÏÜÔÏÍÕ [E : F ℄ = [G : H℄. ïÔÓÀÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ (2).

(3) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 5.2.

ðÕÓÔØ E = K

H

| ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÅ �ÏÌÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù H. ÷ÓÑËÉÊ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ∈ G, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ E, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ×ÌÏÖÅÎÉÅ

�|
E

: E → �(E) ⊂ K. ïÂÒÁÔÎÏ, �ÕÓÔØ � : E ~→�E ⊂ F | ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ E × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ �ÏÌÑ F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ K. �ÏÇÄÁ

�(E) ⊂ K. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ � ∈ E ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ m

�;F

(x) ∈ F [x℄, ÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ �� ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÜÔÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, É �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 5.6 �ÏÌÅ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ. ðÏ-

ÜÔÏÍÕ K Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x)

ÎÁÄ E, Á ÔÁËÖÅ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ �f(x) = f(x). óÏ-

ÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ

Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � : K → K �ÏÌÑK, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ

� : E → �(E).

åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× � É �

′
ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ E ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ �

−1

�

′
= 1. ðÏÜÔÏÍÕ �

−1

�

′ ∈ H,

ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, �

′ ∈ �H. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ

�ÏÌÑ K, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ E ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔ×Å-

ÞÁÀÔ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÁÍ �H. ðÏÜÔÏÍÕ

|Emb(E=F )| = [G : H℄ = [E : F ℄;

ÇÄÅ Emb(E=F ) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÌÏÖÅÎÉÊ E × K, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ F

ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÙÍ.

òÁÓÛÉÒÅÎÉÅ E=F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ çÁÌÕÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ |Aut(E=F ) = [E : F ℄. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ×ÌÏÖÅ-

ÎÉÅ E × K ÅÓÔØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ �ÏÌÑ E, ÔÏ ÅÓÔØ �(E) = E ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

� ∈ G.

åÓÌÉ � ∈ G, ÔÏ �ÏÄÇÒÕ��Á × G, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÏÄ-

�ÏÌÅ �(E), ÅÓÔØ �H�

−1

, ÔÏ ÅÓÔØ �(E) = K

�H�

−1

. îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ
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�H�

−1

= H, ÔÏ �(E) = E. ðÏÜÔÏÍÕ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ E=F ÅÓÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Gal(E=F ) =

G=H.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 5.9. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔØ (5) ÔÅÏÒÅÍÙ.

�
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6. ìÅË�ÉÑ 6

6.1. ëÏÍ�ÏÚÉÔ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÒÏÓÔÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6.1 (Ï �ÏÄß£ÍÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ çÁÌÕÁ). ðÕÓÔØ K=F |

ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, F

′
=F | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁKF

′
=F

′
|

ÓÎÏ×Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, �ÒÉÞÅÍ Gal(K=K ∩ F

′
)

∼
=

Gal(KF

′
=F

′
).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ. �ÏÇÄÁ K Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x) ∈ F [x℄. üÔÏÔ

ÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ × F

′
, É ÔÏÇÄÁ ÅÇÏ �ÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁÄ F

′
ÂÕÄÅÔ ËÏÍ�ÏÚÉÔÏÍ

KF

′
(Ô.Ë. ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É K, É F

′
). ðÏÜÔÏÍÕ KF

′
=F

′
| ÒÁÓÛÉÒÅ-

ÎÉÅ çÁÌÕÁ.

ðÏÓËÏÌØËÕ K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, ×ÓÑËÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ K × �ÏÌÅ

KF

′
, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÏÌÅ F , ÅÓÔØ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ K. ðÏÜÔÏÍÕ

ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ' : Gal(KF

′
=F

′
) →

Gal(K=F ), �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ � × �|
K

. ñÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÔÒÉ×É-

ÁÌØÎÏ: ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÉÚ ÑÄÒÁ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,

�ÏÌÅ K, Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | F

′
, Ô.Ë. ÏÎ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Gal(KF

′
=F

′
), Á

ÚÎÁÞÉÔ, É ËÏÍ�ÏÚÉÔ KF

′
. úÎÁÞÉÔ, ' | ×ÌÏÖÅÎÉÅ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ ÞÅÒÅÚ H ⊂ Gal(K=F ). ðÕÓÔØ K

H

| ÏÔ×Å-

ÞÁÀÝÅÅ ÜÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å �ÏÌÅ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ K

H

= K ∩ F

′
. ïÄÎÏ

×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ: ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ H ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ F

′
ÎÅ�Ï-

Ä×ÉÖÎÙÍ, �ÏÜÔÏÍÕ K

H ⊂ K ∩ F

′
.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �ÏÌÅK

H ·F ′
ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕ��Ù

Gal(KF

′
=F

′
), Ô.Ë. ×ÓÑËÉÊ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ � ∈ Gal(KF

′
=F

′
) ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ

ÎÁ ÍÅÓÔÅ F

′
É ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ K

H

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ �|
K

∈ H. ðÏ ÏÓÎÏ×-

ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÔÅÏÒÉÉ çÁÌÕÁ, K

H · F ′
= F

′
, ÔÁË ÞÔÏ K

H ⊂ F

′
, ÏÔËÕÄÁ

�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ K

H · K ⊂ F

′
. úÎÁÞÉÔ, K

H

= K ∩ F

′
, �ÏÜÔÏÍÕ

H = Gal(K=K ∩ F

′
). �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.2. ðÕÓÔØ K=F | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ, F

′
=F | �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ

[KF

′
: F ℄ =

[K : F ℄ · [F ′
: F ℄

[K ∩ F

′
: F ℄

:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. üÔÏ ÎÁ�ÒÑÍÕÀ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á [KF

′
: F

′
℄ =

[K : K ∩ F

′
℄ É �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ. �

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 6.3. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÅÅ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÍÅÓÔÏ, ÅÓÌÉ K=F | ÎÅ ÒÁÓÛÉ-

ÒÅÎÉÅ çÁÌÕÁ.

7. ìÅË�ÉÑ 7
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8. ìÅË�ÉÑ 8

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ n-ÍÅÒÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï An

= An

K

ÎÁÄ �Ï-

ÌÅÍ K, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× (x

1

; : : : ; x

n

),

ÇÄÅ x

i

∈ K. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á × An

, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ

ÓÉÓÔÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ f

�

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = 0.

ðÒÉÍÅÒ 8.1. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

2

+

y

2 − 1 = 0), Á ÇÒÁÆÉË ÓÉÎÕÓÏÉÄÙ ÔÁËÏ×ÙÍ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�ÏÞÅÍÕ,

ÂÕÄÅÔ ÑÓÎÏ ÞÕÔØ �ÏÚÖÅ).

÷ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÉÓÔÅÍÁÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÙÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ

�ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÅ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ.

8.1. î£ÔÅÒÏ×Ù ËÏÌØ�Á, ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ. îÁ�Ï-

ÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Î£ÔÅÒÏ×Á ËÏÌØ�Á:

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.2. ëÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï A Ó 1 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Î£ÔÅ-

ÒÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÌÀÂÏÅ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

(1) ×ÓÑËÉÊ ÉÄÅÁÌ × A �ÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×;

(2) ÷ A ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �Å�ÏÞËÉ ×ÌÏÖÅÎ-

ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× I

1

( I

2

( · · · ( I

n

( : : : . éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÑËÁÑ

×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏ× ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ

1

.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.3. äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ.

ðÒÉÍÅÒ 8.4. ÷ÓÑËÏÅ ËÏÌØ�Ï ÇÌÁ×ÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× Î£ÔÅÒÏ×Ï (× Î£Í ÌÀ-

ÂÏÊ ÉÄÅÁÌ �ÏÒÏÖÄ£Î ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ).

�ÅÏÒÅÍÁ 8.5 (�ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ, Basissatz). ðÕÓÔØ A |

ÎÅÔÅÒÏ×Ï ËÏÌØ�Ï. �ÏÇÄÁ ËÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× A[x℄ ÔÏÖÅ ÎÅÔÅÒÏ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÅÒ×ÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÅÔÅ-

ÒÏ×ÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ I ⊂ A[x℄ | ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. äÏËÁÖÅÍ,

ÞÔÏ ÏÎ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£Î.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ I. éÈ

ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ × A (�ÏÞÅÍÕ?), ËÏÔÏÒÙÊ

ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L. éÄÅÁÌ L ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄ£Î; ×ÙÂÅÒÅÍ × ÎÅÍ

ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ L = (a

1

; : : : ; a

r

). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ

ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ×ÏÚØÍ£Í ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f

i

= a

i

x

d

i

+ · · · ∈ I ÓÏ

ÓÔÁÒÛÉÍ ÞÌÅÎÏÍ a

i

. ðÕÓÔØ d

i

| ÓÔÅ�ÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

÷ÙÂÅÒÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÜÔÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ: N = max(d

i

). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ d < N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï I

d

×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÉÚ I ÓÔÅ-

�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ d. éÈ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÎÏ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÄÅÁÌ

1

ðÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ aending hain ondition, ÓÏËÒÁÝÅÎÎÏ

ACC.
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× A, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ L

d

. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀ-

ÝÉÅ ÞÅÒÅÚ b

1;d

; : : : ; b

r

d

;d

É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ×ÙÂÅ-

ÒÅÍ × I

d

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ:

g

i;d

= b

i;d

x

d

+ : : : . íÙ �ÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

g

i;d

, ÇÄÅ d < N .

ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f

i

É g

i;d

ÌÅÖÁÔ × ÉÄÅÁÌÅ I. ðÏÒÏ-

ÄÉÍ ÉÍÉ ÉÄÅÁÌ I

′ ⊂ I. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. ðÒÅ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ É ×ÏÚØÍ£Í ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

h ∈ I \ I ′ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. ðÕÓÔØ h = ax

m

+ : : : .

÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ h. ðÅÒ×ÙÊ ÓÌÕ-

ÞÁÊ: �ÕÓÔØ deg h ≥ N . óÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ a ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h ÌÅ-

ÖÉÔ × L �Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, É �ÒÉ ÜÔÏÍ deg h ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÓÅÈ

ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ f

i

. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ∈ I

′
ÔÁËÏÊ ÖÅ

ÓÔÅ�ÅÎÉ É Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ËÁË h. ðÏÜÔÏÍÕ ÉÈ

ÒÁÚÎÏÓÔØ h−f ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ × I, ÎÏ ÎÅ × I

′
, É ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÎØÛÕÀ

ÓÔÅ�ÅÎØ. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

åÓÌÉ ÖÅ deg h < N , ÔÏ h ∈ I

d

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÊ-

Ä£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ g, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ g

i;d

(Ô.Å. ÌÅÖÁÝÉÊ × I

′
), ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÓÔÅ�ÅÎØ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÔÁÒ-

ÛÉÊ ÞÌÅÎ, ÞÔÏ h. óÎÏ×Á �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ h. �

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.6. ëÏÌØ�Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ ÎÅÔÅÒÏ×Ï.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.7. ÷ÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÒÏÄÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ �ÅÒ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÄÅÁÌ É

×ÙÂÅÒÅÍ × Î£Í ËÏÎÅÞÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. �

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.8. �ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÂÁÚÉÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ

ÉÄÅÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÎÏ ÎÅ ÄÁ£Ô ÎÉËÁËÏÇÏ Ó�ÏÓÏÂÁ ÅÇÏ ÎÁÊÔÉ. ñ×ÎÏÅ

ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÍÅÔÏÍ

ÔÅÏÒÉÉ ÂÁÚÉÓÏ× çÒ£ÂÎÅÒÁ.

8.2. �Ï�ÏÌÏÇÉÑ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ. ÷×ÅÄ£Í × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å An

ÔÏ�ÏÌÏ-

ÇÉÀ, Ï�ÒÅÄÅÌÉ× ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.9. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ X ⊂ An

ÓÉÓÔÅÍÙ �Ï-

ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ f

i

(x

1

; : : : ; x

n

) = 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ

× ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ úÁÒÉÓÓËÏÇÏ.

ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÜÔÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÙÈ.

ðÒÉÍÅÒ 8.10. úÁÍËÎÕÔÙÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÑÍÏÊ

A1

| ÜÔÏ �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ×ÓÑ �ÒÑÍÁÑ É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ

ÎÁÂÏÒÙ ÔÏÞÅË.
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õÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÀ. ÷ ÓÁ-

ÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.11. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ; �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×

ÚÁÍËÎÕÔÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ó

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÉÔ ÎÅÍÎÏÇÉÍ ÓÌÏÖÎÅÅ: ÅÓÌÉ X ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {f
�

= 0}, Á Y | ÓÉÓÔÅÍÏÊ {g
�

= 0}, ÔÏ ÉÈ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ {f
�

g

�

= 0}. �

8.3. �ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ

ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ {f
�

= 0}. ëÏÇÄÁ ÏÎÁ ×Ï-

ÏÂÝÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ? é, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ËÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÔ? óÒÁÚÕ

ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ×Ï�ÒÏÓ: ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ (f

�

) ÓÏÄÅÒ-

ÖÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, Ô.Å. ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 1 = 0, ÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ,

ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ. �ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ (×ÅÒÎÅÅ, Å£

ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ) ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ �ÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ

ÚÁÍËÎÕÔÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ-

ÎÙÍ.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.12 (�ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÌÁÂÁÑ ÆÏÒÍÁ). ðÕÓÔØ

�ÏÌÅ K ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÏ. óÉÓÔÅÍÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÊ {f
�

(x

1

; : : : ; x

n

) = 0} ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÄÅÁÌ (f

a

lpha) ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ

ËÏÌØ�ÏÍ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ f

1

; : : : ; f

m

ÉÚ

ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÔÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g

1

; : : : ; g

m

∈ K[x

1

; : : : ; x

n

℄,

ÞÔÏ

f

1

g

1

+ · · ·+ f

m

g

m

= 1:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÕÄÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË-

�ÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8.13. îÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÔÅÏÒÅÍÁ,

ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ×ÅÒÎÁ: ÔÁË, ÉÄÅÁÌ (x

2

+ 1) ⊂ R[x℄ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ

ËÏÌØ�ÏÍ, ÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÅÊ.

ðÕÓÔØ � = (�

1

; : : : ; �

n

) ∈ An

| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÉÄÅÁÌ ÆÕÎË�ÉÊ, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÈÓÑ × ÎÅÊ × ÎÕÌØ. �ÏÇÄÁ m
�

= (x

1

−
�

1

; : : : ; x

n

−�
n

) ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏÔ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ: K[x

1

; : : : ; x

n

℄=m
�

∼
=

K, �ÒÉÞ£Í ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÏÌÉÎÏÍÁ × ÄÁÎÎÏÊ

ÔÏÞËÅ (ÅÇÏ ÑÄÒÏ | ÜÔÏ ÔÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ × ÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ).

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ ÉÄÅÁÌÏ× ÎÅÔ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8.14. ÷ÓÑËÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ × ËÏÌØ�Å ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ �ÏÌÅÍ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ m
�

ÄÌÑ

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ �.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÄÅÁÌ

m ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄. ïÎ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ×ÓÅÇÏ ËÏÌØ�Á, Ô.Å. ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

ÅÄÉÎÉ�Õ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ×ÓÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÏÂÒÁÝÁ-

ÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÄÅÁÌ ÍÁËÓÉÍÁÌÅÎ, ÔÏ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÔÏÌØËÏ

ÏÄÎÁ (ÉÎÁÞÅ ÂÙ m ÓÏÄÅÒÖÁÌÓÑ ÂÙ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ × ÉÄÅÁÌÅ m
�

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ). �

8.4. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÄÅÁÌÁÍÉ É ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÕ-

ÌÅÊ. ðÕÓÔØ X ⊂ An

| ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. åÍÕ

ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÄÅÁÌ ÆÕÎË�ÉÊ I(X) ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄, ÏÂÒÁÝÁ-

ÀÝÉÈÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ X.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ I ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄, ÅÍÕ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË V (I) ⊂ An

,

ÇÄÅ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÎÕÌØ. ðÏ ÓÌÁÂÏÊ ÔÅ-

ÏÒÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÄÌÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÙÍ.

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Á ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ: ÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× × ÚÁÍËÎÕ-

ÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÏÂÒÁÔÎÏ. õ ÜÔÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ä×Å

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ (× ÒÁÚÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ �ÏÄÒÏÂÎÅÅ.

þÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÍÕ

ÉÄÅÁÌ I(X), Á �ÏÔÏÍ �Ï ÎÅÍÕ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V (I(X))? ïËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÁÍÏ X. üÔÏ ÔÁ×ÔÏÌÏÇÉÑ: ÉÄÅÁÌ I(X) ÓÏÓÔÏÉÔ

ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ, ÒÁ×ÎÙÈ ÎÕÌÀ ÎÁ X, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË, ÇÄÅ ×ÓÅ ÜÔÉ

ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÅÓÔØ V (I(X)).

�Å�ÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÉÄÅÁÌÏ× × ÉÄÅÁÌÙ, ÚÁÄÁ×ÁÅ-

ÍÏÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÒÑÄËÅ: Ô.Å.

ÉÄÅÁÌÕ I ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌ I(V (I)). ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ,

ÞÔÏ I ⊂ I(V (I)). ïÄÎÁËÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÒÉÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ

×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÅ.

ðÒÉÍÅÒ 8.15. ðÕÓÔØ I = (x

n

) ⊂ K[x℄. �ÏÇÄÁ V (I) = {0}, É
I(V (I)) = (x).

�Ï ÅÓÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ I 7→ V (I) É X → I(X) ÎÅ ÂÉÅËÔÉ×ÎÙ. (÷ÅÒ-

ÎÅÅ, �ÅÒ×ÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ, Á ×ÔÏÒÏÅ ÎÅ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏ). ïËÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÉÅË�ÉÑÍÉ, ÓÕÚÉ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÉÄÅÁÌÏ×.

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.16. òÁÄÉËÁÌ ÉÄÅÁÌÁ I ⊂ A × ËÏÌØ�Å A| ÜÔÏ ÉÄÅÁÌ

r(I) = {f ∈ A | fn ∈ I}, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ

ÓÔÅ�ÅÎØ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × I. éÄÅÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍ,

ÅÓÌÉ r(I) = I.
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õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.17. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ r(I) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÉÄÅÁÌÏÍ, Á �ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ Ü�ÉÍÏÒÆÉÚÍÅ A → A=I ÉÄÅÁÌ r(I) �Å-

ÒÅÈÏÄÉÔ × ÎÉÌØÒÁÄÉËÁÌ ËÏÌØ�Á A=I (Ô.Å. × ÉÄÅÁÌ ×ÓÅÈ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔ-

ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ËÏÌØ�Á). óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÄÅÁÌ I ÒÁÄÉËÁÌÅÎ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ A=I ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÏ×.

õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 8.18. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ r(r(I)) = r(I).

óÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ �Ï úÁÒÉÓÓËÏÍÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ×

An

É ÒÁÄÉËÁÌØÎÙÍÉ ÉÄÅÁÌÁÍÉ × ËÏÌØ�Å K[x

1

; : : : ; x

n

℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅË-

�ÉÅÊ.

�ÅÏÒÅÍÁ 8.19 (�ÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ, ÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). åÓÌÉ

I ⊂ K[x

1

; : : : ; x

n

℄ | ÉÄÅÁÌ, ÔÏ I(V (I)) = r(I). âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ,

ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÂÝÉÈ ÎÕÌÅÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ h

1

= · · · = h

m

= 0, ÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ k É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ g

1

; : : : ; g

m

, ÞÔÏ

g

1

h

1

+ · · ·+ g

m

h

m

= f

k

:

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÖÅÍ (×ÅÒÎÅÅ, ×Ù×ÅÄÅÍ ÉÚ ÓÌÁÂÏÊ ÔÅ-

ÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ Ï ÎÕÌÑÈ) × ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅË�ÉÉ.


