udk 519.4

o NEPRIWODIMOSTI KOMMUTATORNYH MNOGOOBRAZIJ SWQZANNYH S INWOL@CIQMI PROSTYH ALGEBR lI

dMITRIJ i. pAN@[EW

nEZAWISIMYJ mOSKOWSKIJ uNIWERSITET, bOLX[OJ wLASXEWSKIJ PER. 11

121002 mOSKWA, rOSSIQ

e-mail: panyush@mccme.ru

wWEDENIE

oSNOWNOE POLE | ALGEBRAI^ESKI ZAMKNUTO I IMEET HARAKTERISTIKU NULX. pUSTX G – REDUKTIWNAQ ALGEBRAI^ESKAQ GRUPPA I g – EE ALGEBRA lI. w DANNOJ RABOTE MY RASSMAT- RIWAEM KOMMUTATORNYE MNOGOOBRAZIQ DLQ PREDSTAWLENIJ IZOTROPII SIMMETRI^ESKIH PROSTRANSTW. a IMENNO, ESLI g = g0 ⊕ g1 – PROIZWOLXNAQ Z2-GRADUIROWKA, TO NAS IN- TERESUET MNOGOOBRAZIE C1 = {(x, y) | [x, y] = 0} ⊂ g1 × g1. w MOEJ STATXE [6] BYLO DOKAZANO, ^TO C1 NEPRIWODIMO, ESLI Z2-GRADUIROWKA IMEET MAKSIMALXNYJ RANG, T.E., g1 SODERVIT KARTANOWSKU@ PODALGEBRU IZ g. zDESX MY POKAVEM, ^TO C1 NEPRIWODIMO DLQ

(g, g_0) = (sl_{2n}, sp_{2n}) ILI (E_6, F_4). w SLU^AE SIMMETRI^ESKIH PAR RANGA 1 BUDET POKA-

ZANO, ^TO ^ISLO NEPRIWODIMYH KOMPONENT C1 RAWNO ^ISLU NENULEWYH ϑ-NEREGULQRNYH NILXPOTENTNYH G0-ORBIT W g1. mY TAKVE OBSUDIM OB]U@ ZADA^U O NEPRIWODIMOSTI KOMMUTATORNYH MNOGOOBRAZIJ.

rABOTA WYPOLNENA PRI PODDERVKE GRANTA rffi 01-01-00756.

1. nAPOMINANIQ O SIMMETRI^ESKIH PARAH

pUSTX g – REDUKTIWNAQ ALGEBRAI^ESKAQ ALGEBRA lI I ϑ – EE INWOL@TIWNYJ AWTOMORFIZM. sOBSTWENNYE PODPROSTRANSTWA ϑ ZADA@T W g Z2-GRADUIROWKU:

g = g_0 ⊕ g_1 , GDE g_i = {x ∈ g | ϑ(x) = (−1)^ix}.

w “TOM SLU^AE MY TAKVE GOWORIM, ^TO (g, g0) – SIMMETRI^ESKAQ PARA. eSLI G0 – SWQZNAQ ALGEBRAI^ESKAQ GRUPPA S ALGEBROJ lI g0, TO g1 “TO G0-MODULX. dLQ L@BOGO PODMNOVES- TWA M ⊂ g, EGO CENTRALIZATOR W g OBOZNA^AETSQ ^EREZ z(M). eSLI M ⊂ g1, TO z(M) ϑ-INWARIANTNO I NASLEDUET Z2-GRADUIROWKU OT g. w ^ASTNOSTI, ESLI s ∈ g1 POLUPROST, TO (z(s), z(s)0) – “TO NEKOTORAQ NOWAQ SIMMETRI^ESKAQ PARA, KOTORAQ NAZYWAETSQ PODSIM-

METRI^ESKOJ PAROJ DLQ (g, g_0) ILI DLQ ϑ. pUSTX c ⊂ g_1 – KAKOE-NIBUDX MAKSIMALXNOE 1

PODPROSTRANSTWO, SOSTOQ]EE IZ KOMMUTIRU@]IH POLUPROSTYH “LEMENTOW. oNO NAZYWA- ETSQ KARTANOWSKIM. wSE TAKIE PODPROSTRANSTWA G0-SOPRQVENY. w SLEDU@]EM UTWERV- DENII SOBRANY DRUGIE POLEZNYE REZULXTATY IZ TEORII ORBIT I INWARIANTOW GRUPPY G0 W PROSTRANSTWE g1.

pREDLOVENIE 1.1. (kOSTANT - rALLIS [3]) pUSTX x ∈ g_1.

(1) oRBITA G_0·x ZAMKNUTA ⇐⇒ G_0·x ∩ c ≠ ?; ZAMYKANIE ORBITY G_0·x SODERVIT 0 ∈ g_1 ⇐⇒ x – NILXPOTENTNYJ “LEMENT.

(2) dim G·x = 2 dim G0·x. (3) G·c PLOTNO W g1 I z(c)1 = c.

(4) g1//G0 = Spec |[g1]G^0 – AFFINNOE PROSTRANSTWO RAZMERNOSTI dim c I MORFIZM FAK-

TORIZACII π : g_1 → g_1//G_0 – RAWNORAZMEREN; KAVDYJ SLOJ π SODERVIT KONE^NOE ^ISLO G_0-ORBIT.

iZ 1.1(2) SLEDUET, ^TO dim g0 − dim z(x)0 = dim g1 − dim z(x)1 DLQ L@BOGO x ∈ g1. oPREDELENIE 1.2. pUSTX x ∈ g_1. tOGDA x NAZYWAETSQ ϑ-REGULQRNYM, ESLI EGO G_0- ORBITA IMEET MAKSIMALXNU@ RAZMERNOSTX; x NAZYWAETSQ ϑ-OTME^ENNYM, ESLI z(x)1 NE SODERVIT NENULEWYH POLUPROSTYH “LEMENTOW. (iZ NALI^IQ RAZLOVENIQ vORDANA SRAZU SLEDUET, ^TO ϑ-OTME^ENNYJ “LEMENT NILXPOTENTEN.)

iZ 1.1(4)SLEDUET, ^TO ^ISLO ϑ-REGULQRNYH NILXPOTENTNYH ORBIT RAWNO ^ISLU NEPRI- WODIMYH KOMPONENT NULX-KONUSA N1 = π^{−1}(π(0)). sLEDU@]EE UTWERVDENIE IZWESTNO, ODNAKO DLQ UDOBSTWA ^ITATELQ MY PRIWEDEM EGO KOROTKOE (NOWOE) DOKAZATELXSTWO. lEMMA 1.3. l@BOJ ϑ-REGULQRNYJ NILXPOTENTNYJ “LEMENT QWLQETSQ ϑ-OTME^ENNYM. dOKAZATELXSTWO. dOPUSTIM x NE QWLQETSQ ϑ-OTME^ENNYM, I PUSTX s ∈ z(x)_1 – POLUPROS-

TOJ “LEMENT. tOGDA x+s – RAZLOVENIE vORDANA DLQ SUMMY I PO“TOMU 2 dim G0·(x+s) =

dim G·(x + s) > dim G·x = 2 dim G_0·x. —TO ZNA^IT, ^TO RAZMERNOSTX G_0-ORBITY TO^KI x

NEMAKSIMALXNA, TO ESTX x NE QWLQETSQ ϑ-REGULQRNYM. �

2. kOMMUTATORNYE MNOGOOBRAZIQ nAPOMNIM, ^TO KOMMUTATORNOE MNOGOOBRAZIE W g “TO MNOVESTWO PAR KOMMUTIRU@]IH “LEMENTOW: C = {(x, y) ∈ g × g | [x, y] = 0}. aNALOGI^NO,

C_1 = {(x, y) ∈ g_1 × g_1 | [x, y] = 0}

“TO KOMMUTATORNOE MNOGOOBRAZIE, ASSOCIIROWANNOE S SIMMETRI^ESKOJ PAROJ (g, g0) (ILI S g1). eSLI TREBUETSQ POD^ERKNUTX ZAWISIMOSTX KOMMUTATORNYH MNOGOOBRAZIJ OT g, TO MY PI[EM C(g) I C(g1), SOOTWETSTWENNO.

fUNDAMENTALXNYJ REZULXTAT rI^ARDSONA [9] UTWERVDAET, ^TO C NEPRIWODIMO I, BOLEE TO^NO, C = G·(t × t), GDE t – PROIZWOLXNAQ KARTANOWSKAQ PODALGEBRA W g. oDNAKO DO SIH POR NEIZWESTNO, QWLQETSQ LI C NORMALXNYM I POROVDAETSQ LI IDEAL PODMNOGOOBRAZIQ C KWADRIKAMI. sITUACIQ DLQ SIMMETRI^ESKIH PAR SLOVNEE I INTERESNEE. s ODNOJ STORONY, DLQ NEKOTORYH ϑ UDAETSQ DOKAZATX BOLX[E; S DRUGOJ STORONY, C1 INOGDA BYWAET PRIWO- DIMYM, A W NEKOTORYH SLU^AQH WOPROS O NEPRIWODIMOSTI QWLQETSQ OTKRYTYM. —FFEK- TIWNYJ METOD IZU^ENIQ KOMMUTATORNYH MNOGOOBRAZIJ, WOSHODQ]IJ K rI^ARDSONU [9], SOSTOIT W ISPOLXZOWANII RAZLOVENIQ vORDANA, INDUKCII PO dim c (PEREHOD K PODSIM- METRI^ESKIM PARAM) I RASSMOTRENII PROEKCII KOMMUTATORNOGO MNOGOOBRAZIQ NA 1-YJ SOMNOVITELX p : C1 → g1. w RABOTE [6] MY UVE PRIMENQLI “TOT METOD K SIMMETRI^ESKIM PARAM I, BOLEE OB]O, K KOMMUTATORNYM MNOGOOBRAZIQM, SWQZANNYM S PROIZWOLXNYMI ϑ-GRUPPAMI —.b. wINBERGA.

nAPOMNIM, ^TO c ⊂ g1 – KARTANOWSKOE PODPROSTRANSTWO. ~ISLO dim c NAZYWAETSQ RANGOM SIMMETRI^ESKOJ PARY. w [6] BYLO DOKAZANO, ^TO C1 = G0·(c × c), ESLI ϑ – INWOL@CIQ MAKSIMALXNOGO RANGA (= INWOL@CIQ g. wEJLQ); PRI^EM C1 – NORMALXNOE POLNOE PERESE- ^ENIE I EGO IDEAL W |[g1 × g1] POROVDAETSQ KWADRIKAMI. s DRUGOJ STORONY, W [6, 3.5] PRIWODITSQ PRIMER INWOL@CII W g = sln DLQ KOTOROJ C1 IMEET 3 NEPRIWODIMYH KOMPO- NENTY RAZNYH RAZMERNOSTEJ.

nIVE MY SOBIRAEMSQ PRED˙QWITX NOWYE SIMMETRI^ESKIE PARY DLQ KOTORYH C1 NEPRI- WODIMO, A TAKVE POLNOSTX@ RAZOBRATX SLU^AJ SIMMETRI^ESKIH PAR RANGA 1. nA^NEM S POLOVITELXNOGO REZULXTATA, OBESPE^IWA@]EGO NEPRIWODIMOSTX C1.

tEOREMA 2.1. pUSTX ϑ – INWOL@TIWNYJ AWTOMORFIZM REDUKTIWNOJ ALGEBRAI^ESKOJ ALGEBRY lI g I (g, g_0) - SOOTWETSTWU@]AQ SIMMETRI^ESKAQ PARA. pUSTX DLQ SAMOJ “TOJ PARY I DLQ L@BOJ EE PODSIMMETRI^ESKOJ PARY WYPOLNENO USLOWIE, ^TO L@BOJ ϑ-OTME^ENNYJ NILXPOTENT QWLQETSQ ϑ-REGULQRNYM. tOGDA KOMMUTATORNOE MNOGOOBRAZIE

C_1 ⊂ g_1 × g_1 NEPRIWODIMO.

dOKAZATELXSTWO. rASSMOTRIM NEPRIWODIMOE PODMNOGOOBRAZIE C^c_1 := G_0·(c × c) ⊂ C_1.

lEGKO WIDETX (SR. [6, Sect. 3]), ^TO

dim C^c_1 = dim G_0 + 2 dim c − dim z(c)_0 = dim g_1 + 2 dim c − dim z(c)_1 = dim g_1 + dim c .

zDESX ISPOLXZUETSQ TOT FAKT, ^TO z(c)1 = c I DLQ TO^KI OB]EGO POLOVENIQ x ∈ c MY IMEEM z(x) = z(c). kAK POKAZANO W [6, 3.7], C^c_1 – NEPRIWODIMAQ KOMPONENTA MNOGOOBRA- ZIQ C1. bUDEM NAZYWATX EE STANDARTNOJ. wSE OSTALXNYE KOMPONENTY (ESLI ONI ESTX) NAZOWEM STRANNYMI. pOKAVEM, ^TO STRANNYH KOMPONENT BYTX NE MOVET. oBOZNA^IM ^E- REZ p̂ OGRANI^ENIE p NA C^c_1. tAK KAK G·c = g1, TO PROEKCIQ p̂ S@R˙EKTIWNA. pO“TOMU

dim p̂^{−1}(x) ≥ dim c DLQ L@BOGO x ∈ g_1. s DRUGOJ STORONY, p̂^{−1}(x) ⊂ p^{−1}(x) = {x} × z(x)_1.

zAMETIM, ^TO dim z(x)1 ≥ dim c DLQ L@BOGO x ∈ g1; PRI^EM RAWENSTWO KAK RAZ HARAK- TERIZUET ϑ-REGULQRNYE “LEMENTY. dLQ ϑ-REGULQRNOGO NILXPOTENTA e ∈ g1 “TO NAM DA- ET, ^TO p^{−1}(e) = p̂^{−1}(e) ⊂ C^c_1. sLEDOWATELXNO, G0-ORBITA ϑ-REGULQRNOGO NILXPOTENTA

e ∈ g_1 NIKOGDA NE POROVDAET STRANNOJ KOMPONENTY MNOGOOBRAZIQ C_1 (W TOM SMYSLE, ^TO

G_0·({e} × z(e)_1) ⊂ C^c_1). iNA^E GOWORQ, ESLI (x, y) ∈ C_1 I x “TO ϑ-REGULQRNYJ NILXPOTENT,

TO (x, y) ∈ C^c_1.

~ISLO dim(c ∩ [g, g]) BUDEM NAZYWATX POLUPROSTYM RANGOM SIMMETRI^ESKOJ PARY. kOPIRUQ RASSUVDENIQ rI^ARDSONA, POKAVEM INDUKCIEJ PO POLUPROSTOMU RANGU, ^TO

C_1 = Cc_1. pUSTX (x, y) ∈ C_1 I x = x_s + x_n – RAZLOVENIE vORDANA.

1) eSLI xs ≠ 0 I xs ∉ z(g), TO RASSMOTRIM PODSIMMETRI^ESKU@ PARU (z(xs), z(xs)0). qS- NO, ^TO xn, y ∈ z(xs)1 I DAVE (xn, y) ∈ C(z(xs)1). nE TERQQ OB]NOSTI MOVNO S^ITATX, ^TO

x_s ∈ c. tOGDA c QWLQETSQ KARTANOWSKIM PODPROSTRANSTWOM I W z(x_s)_1. oDNAKO POLUPROS-

TOJ RANG PODSIMMETRI^ESKOJ PARY (z(xs), z(xs)0) MENX[E. pO PREDPOLOVENI@ INDUKCII IMEEM (xn, y) ∈ Z(xs)0·(c × c). nO TOGDA I (xs + xn, y) ∈ Z(xs)0·(c × c) ⊂ C^c_1.

2) eSLI xs ∈ z(g), TO ZADA^A SWODITSQ K RASSMOTRENI@ SLU^AQ x = xn.

3) pUSTX x = xn. eSLI z(xn)1 SODERVIT POLUPROSTOJ “LEMENT, SKAVEM s, TO cs+xn ∉ N1 PRI c ≠ 0 I (cs + xn, y) ∈ C1 PRI WSEH c ∈ |. kAK SLEDUET IZ ^ASTI 1), (cs + xn, y) ∈ C^c_1 PRI c ≠ 0. sLEDOWATELXNO, (xn, y) ∈ C^c_1.

4) oSTALOSX TOLXKO RASSMOTRETX SLU^AJ, KOGDA x = xn – “TO ϑ-OTME^ENNYJ NILXPO- TENT. nO TOGDA, WWIDU PREDPOLOVENIQ TEOREMY, x BUDET ϑ-REGULQRNYM. oDNAKO WY[E MY UVE POKAZALI, ^TO WSE PARY KOMMUTIRU@]IH “LEMENTOW, WKL@^A@]IE ϑ-REGULQRNYE NILXPOTENTY, LEVAT W C^c_1. �

zAME^ANIE. w SU]NOSTI, INDUKTIWNYE RASSUVDENIQ à la rI^ARDSON POKAZYWA@T, ^TO PRIWODIMOSTX C1 WSEGDA SWQZANA S TEM, ^TO DLQ NEKOTOROJ PODSIMMETRI^ESKOJ PARY

(ḡ, ḡ_0) W (g, g_0) I DLQ NEKOTOROGO ϑ-OTME^ENNOGO NILXPOTENTA ē ∈ ḡ_1 OKAVETSQ, ^TO Ḡ_0·({ē} × (z(ē) ∩ ḡ_1)) NE LEVIT W STANDARTNOJ KOMPONENTE MNOGOOBRAZIQ C(ḡ_1).

3. nOWYE PRIMERY NEPRIWODIMYH KOMMUTATORNYH MNOGOOBRAZIJ sIMMETRI^ESKAQ PARA (sl2n, sp_{2n}).

nA[A CELX – DOKAZATX, ^TO W “TOM SLU^AE PRIMENIMA tEOREMA 2.1 I, SLEDOWATELXNO, C1 NEPRIWODIMO. nA^NEM S QWNOJ MATRI^NOJ MODELI Z2-GRADUIROWKI W g = sl2n. pUSTX Υn “TO n × n MATRICA S EDINICAMI WDOLX POBO^NOJ DIAGONALI. pOLOVIM J = 0 Υ_n −Υ_n 0

I ϑ(X) = JX^tJ. tOGDA sp_{2n} ≃ g0 = {X ∈ Mat2n(|) | XJ SIMMETRI^NA } I g1 = {X ∈

Mat_{2n}(|) | XJ KOSOSIMMETRI^NA }. dLQ A ∈ Mat_n(|) POLOVIM Â = Υ_nA^tΥ_n. lEGKO

WIDETX, ^TO PREOBRAZOWANIE A →^^A – “TO TRANSPONIROWANIE OTNOSITELXNO POBO^NOJ DIAGONALI. w “TIH OBOZNA^ENIQH MY IMEEM:

g_0={ A B C −Â | B̂ = B, Ĉ = C}, g_1={ N P Q N̂ | P̂ = −P, Q̂ = −Q, tr N = 0}. pREDLOVENIE 3.1.

(i) pUSTX e ∈ g_1 – NILXPOTENTNYJ “LEMENT. tOGDA SL_{2n}·e ∩ g_1 “TO EDINSTWENNAQ Sp_{2n}- ORBITA.

(ii) eSLI O PROIZWOLXNAQ NILXPOTENTNAQ SL_{2n}-ORBITA, TO O ∩ g_1 ≠ ? TOGDA I TOLX- KO TOGDA, KOGDA L@BAQ ^ASTX RAZBIENIQ, SOOTWETSTWU@]EGO O, WSTRE^AETSQ ^ETNOE ^ISLO RAZ.

dOKAZATELXSTWO. (i) —TO UTWERVDENIE HORO[O IZWESTNO. ~ISTO KLASSIFIKACIONNOE DO-

KAZATELXSTWO MOVNO NAJTI W [5]. bOLEE KONCEPTUALXNOE RASSUVDENIE IMEETSQ W [8, 4.3].

(ii) iNWOL@CIQ ϑ, WYDELQ@]AQ sp_{2n}, IMEET SLEDU@]U@ DIAGRAMMU sATAKE: u u e e . . . u

(n ^ERNYH KRUVKOW I n − 1 BELYJ). kAK OTME^ENO W [7, p. 1469], REZULXTAT aNTONQNA [1, tEOREMA 1] POKAZYWAET, ^TO NILXPOTENTNAQ G-ORBITA PERESEKAET g1 TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA EE HARAKTERISTIKA IMEET NULEWYE OTMETKI NA ^ERNYH KRUVKAH DIAGRAMMY sATAKE I RAWNYE OTMETKI NA BELYH KRUVKAH, SOEDINENNYH STRELKAMI, ESLI POSLEDNIE IME@TSQ. w DANNOJ SITUACII, “TO KAK RAZ OZNA^AET, ^TO WSE ^ASTI SOOTWETSTWU@]EGO RAZBIENIQ WSTRE^A@TSQ ^ETNOE ^ISLO RAZ. (sLEDUET WOSPOLXZOWATXSQ ALGORITMOM NAPI- SANIQ HARAKTERISTIKI PO RAZBIENI@, SM. [11, IV.1.13].) � dALEE NAM POTREBU@TSQ PODALGEBRA s = {B = C = 0} ⊂ g0 I PODPROSTRANSTWO V = {P =

Q = 0} ⊂ g_1. o^EWIDNO, s ≃ gl_n, V ≃ sl_n I, PO MODUL@ CENTRA, PREDSTAWLENIE s NA V

IZOMORFNO PRISOEDINENNOMU PREDSTAWLENI@ sln.

tEOREMA 3.2.

(i) iME@TSQ ESTESTWENNYE BIEKCII MEVDU MNOVESTWAMI – NILXPOTENTNYH SL_{2n}-ORBIT W g = sl_{2n} PERESEKA@]IH g_1, – NILXPOTETNYH G_0-ORBIT W g_1 – I NILXPOTENTNYH s-ORBIT W V .

—TI BIEKCII ZADA@TSQ OTOBRAVENIQMI: O → O ∩ g_1 → O ∩ V , GDE O – NILXPOTENTNAQ ORBITA W g. pRI “TOM, ESLI O ZADAETSQ RAZBIENIEM (n^{2k1}_1 , . . . , n^{2kt}_t ), TO O ∩ V DAETSQ RAZBIENIEM (n^{k1}_1 , . . . , n^{kt}_t );

(ii) bIEKCII IZ ^ASTI (i) UWAVA@T PRIMYKANIQ ORBIT, T.E.,

O ⊃ O^′ ⇔ O ∩ g_1 ⊃ O^′ ∩ g_1 ⇔ O ∩ V ⊃ O^′ ∩ V .

(iii) w g_1 ESTX EDINSTWENNAQ ϑ-REGULQRNAQ NILXPOTENTNAQ ORBITA I L@BOJ ϑ-OTME^EN- NYJ NILXPOTENT W g_1 QWLQETSQ REGULQRNYM;

(iv) l@BAQ PODSIMMETRI^ESKAQ PARA W (sl_{2n}, sp_{2n}) ESTX PRQMAQ SUMMA PAR TAKOGO VE WIDA I TRIWIALXNOJ PARY.

dOKAZATELXSTWO. (i) oBOZNA^IM ^EREZ M^{(2n)}, M^′ I M^{(n)} TRI MNOVESTWA NILXPOTENTNYH

ORBIT, FIGURIRU@]IE W USLOWII. o BIEKCII MEVDU PERWYMI DWUMQ GOWORITSQ W pRED- LOVENII 3.1(i). iMEETSQ TAKVE ESTESTWENNOE OTOBRAVENIE ν : M^{(n)} → M^{(2n)} PRI KOTOROM

n × n-MATRICA N PEREHODIT W N 0 0 N̂ ∈ V . o^EWIDNO, “TO OTOBRAVENIE UDWAIWA-

ET RAZBIENIE (T.E. KOLI^ESTWO VORDANOWYH BLOKOW KAVDOGO RAZMERA). pO“TOMU, WWIDU pREDLOVENIQ 3.1(ii), ν – BIEKCIQ.

(ii) oBE IMPLIKACII “⇐” O^EWIDNY. pO“TOMU DOSTATO^NO USTANOWITX ^TO IZ O ⊃ O^′

SLEDUET O ∩ V ⊃ O^′ ∩ V . a “TO, W SWO@ O^EREDX, SLEDUET IZ TOGO, ^TO PRIMYKANIE NILXPOTETNTNYH ORBIT OPREDELQTSQ STANDARTNYM ^ASTI^NYM PORQDKOM NA MNOVESTWE RAZBIENIJ [2, 6.2] I SWQZX@ MEVDU RAZBIENIQMI ZADA@]IMI ORBITY O I O ∩ V .

(iii) pREDYDU]IE BIEKCII POKAZYWA@T, ^TO EDINSTWENNAQ ϑ-REGULQRNAQ ORBITA W g_1

PROISHODIT IZ NILXPOTENTNOJ ORBITY W sl2n S RAZBIENIEM (n, n); INA^E GOWORQ, IZ REGU- LQRNOJ NILXPOTENTNOJ sln-ORBITY W V . l@BAQ VE DRUGAQ ORBITA PROISHODIT IZ NERE- GULQRNNOJ ORBITY W sln. cENTRALIZATOR NEREGULQRNOGO NILXPOTENTNOGO “LEMENTA W sln WSEGDA SODERVIT POLUPROSTYE “LEMENTY. pRI OTOVDESTWLENII sln S PROSTRANSTWOM V

(POSREDSTWOM “UDWOENIQ”, KAK W ^ASTI (i)), “TO DAET NAM POLUPROSTOJ “LEMENT W z(e)1 DLQ L@BOGO e ∈ V ⊂ g1 NE QWLQ@]EGOSQ ϑ-REGULQRNYM.

(iv) pODPROSTRANSTWO c = {diag(t_1, . . . , t_n, t_n, . . . , t_1) | ∑ t_i = 0} ⊂ V QWLQETSQ KAR-

TANOWSKIM W g1. wWIDU SOPRQVENNOSTI KARTANOWSKIH PRODPROSTRANSTW, DOSTATO^NO RAS- SMATRIWATX CENTRALIZATORY “LEMENTOW IZ c. w “TOM SLU^AE STRUKTURA z(x), x ∈ c, WIDNA NEPOSREDSTWENNO IZ MATRI^NOGO OPISANIQ g0 I g1. �

sLEDSTWIE 3.3. dLQ (sl_{2n}, sp_{2n}) KOMMUTATORNOE MNOGOOBRAZIE C_1 NEPRIWODIMO.

dOKAZATELXSTWO. —TO SLEDUET IZ tEOREMY 2.1 I tEOREMY 3.2(iii),(iv). �

sIMMETRI^ESKAQ PARA (E6, F4).

bUDEM SLEDOWATX TEM VE PUTEM, ^TO I WY[E. sNA^ALA NEMNOGO NUMEROLOGII. w DANNOM SLU^AE dim g0 = 52, dim g1 = 26, dim c = 2. dIAGRAMMA sATAKE DANNOJ PARY – “TO e e u u u u

. w E6 ESTX TOLXKO 2 NENULEWYH NILXPOTENTNYH ORBITY S HARAKTERISTI- KAMI, IME@]IMI NULEWYE OTMETKI NA ^ERNYH KRUVKAH: 2−0−0−0−2 0 ^~O48 I 1−0−0−0−1_0 ^~O32,

GDE INDEKS OBOZNA^AET RAZMERNOSTX. tAK KAK INWOL@CIQ ϑ SWQZANA S DIAGRAMMNYM AWTO- MORFIZMOM E6, TO, WWIDU [8, 4.3], PERESE^ENIQ^~Oi ∩g1 “TO W TO^NOSTI F4-ORBITY (POLOWIN- NOJ RAZMERNOSTI). tAKIM OBRAZOM, g1 IMEET DWE NENULEWYH NILXPOTENTNYH F4-ORBITY:

O_{24} I O_{16}. o^EWIDNO, O_{24} – “TO ϑ-REGULQRNAQ ORBITA. ~TO KASAETSQ O_{16} (ILI Õ_{32}), TO

MY SRAWNIM REDUKTIWNYE ^ASTI CENTRALIZATOROW z(e) I z(e)0 DLQ e ∈ O16. pO TABLICAM —LA[WILI [12, tABLICA 4] NAHODIM, ^TO z(e)^{red} = B3 × T1. zDESX T1 – “TO ALGEBRA lI ODNOMERNOGO TORA. s DRUGOJ STORONY, e – STAR[IJ WEKTOR W 26-MERNOM NEPRIWODIMOM PREDSTAWLENII F4. pO“TOMU (z(e)0)^{red} = B3. sLEDOWATELXNO, z(e)1 ⊃ T1 I e NE QWLQETSQ ϑ-OTME^ENNYM.

eDINSTWENNAQ NETRIWIALXNAQ SOBSTWENNAQ PODSIMMETRI^ESKAQ PARA, SWQZANNAQ S (E6, F4) – “TO (D5, B4). u POSLEDNEJ ESTX EDINSTWENNAQ NETRIWIALXNAQ NILXPOTENTNAQ ORBITA. sLEDOWATELXNO, ZDESX PRIMENIMA tEOREMA 2.1, I MY ZAKL@^AEM, ^TO

pREDLOVENIE 3.4. dLQ (E_6, F_4) KOMMUTATORNOE MNOGOOBRAZIE C_1 NEPRIWODIMO.

4. kOMMUTATORNYE MNOGOOBRAZIQ DLQ SIMMETRI^ESKIH PAR RANGA 1

w “TOM RAZDELE MY RASSMATRIWEM SIMMETRI^ESKIE PARY DLQ KOTORYH dim c = 1. pO“TOMU STANDARTNAQ NEPRIWODIMAQ KOMPONENTA C^c_1 IMEET RAZMERNOSTX dim g1 +1. nAPOMNIM, ^TO

N_1 ⊂ g_1 – NULX-KONUS I ^TO, KAK POKAZANO W (2.1), ϑ-REGULQRNAQ ORBITA IZ N_1 NIKOGDA NE

POROVDAET STRANNOJ NEPRIWODIMOJ KOMPONENTY.

tEOREMA 4.1. l@BAQ NETRIWIALXNAQ G_0-ORBITA W g_1, NE QWLQ@]AQSQ ϑ-REGULQRNOJ, PO- ROVDAET STRANNU@ NEPRIWODIMU@ KOMPONENTU. bOLEE TO^NO, ESLI dim G_0·e < dim g_1 − 1, TO G_0·({e} × z(e)_1) – STRANNAQ NEPRIWODIMAQ KOMPONENTA MNOGOOBRAZIQ C_1, RAZMERNOSTI dim g_1. pRI^EM RAZNYE ORBITY POROVDA@T RAZNYE NEPRIWODIMYE KOMPONENTY.

dOKAZATELXSTWO. u NAS dim c = 1, PO“TOMU dim G_0·x ≤ dim g_1 − 1 DLQ L@BOGO x ∈ g_1.

tAK KAK dim G0·x = dim g0 − dim z(x)0 = dim g1 − dim z(x)1, TO:

(∗) x QWLQETSQ ϑ-REGULQRNYM ⇔ dim z(x)_1 = 1 ⇔ z(x)_1 = |x.

w SLU^AE RANGA 1, L@BOJ “LEMENT W g1 LIBO POLUPROST, LIBO NILXPOTENTEN; PRI^EM WSE POLUPROSTYE “LEMENTY ϑ-REGULQRNY. sLEDOWATELXNO, NEREGULQRNYJ “LEMENT OBQZA- TELXNO NILXPOTENTEN. kROME TOGO, C^c_1 – “TO PROSTO MNOVESTWO PAR PROPORCIONALXNYH “LEMENTOW IZ g1.

eSLI e ∈ N1 \ {0} – NEREGULQRNYJ “LEMENT, TO dim z(e)1 ≥ 2. pUSTX e^′ ∈ z(e)1 \ |e. tOGDA

(e, e^′) ∈ C_1 \ C^c_1. tO^NEE, G_0·({e} × z(e)_1) “TO dim g_1-MERNOE NEPRIWODIMOE PODMNOGOOB-

RAZIE W C1, NE LEVA]EE W C^c_1. zAMETIM, ^TO G0·({x} × z(x)1) ⊂ C^c_1, ESLI x ϑ-REGULQREN (SLEDUET IZ (∗)) ILI x = 0. pO“TOMU

(∗∗) C_1 = C^c_1 ∪ ( ⋃ i∈I G_0·({e_i} × z(e_i)_1)),

GDE ei PROBEGAET MNOVESTWO PREDSTAWITELEJ WSEH NENULEWYH ϑ-NEREGULQRNYH G0-ORBIT W

g_1. pOLOVIM C^{(i)} = G_0·({e_i} × z(e_i)_1). tOGDA MY IMEEM:

• I KONE^NO WWIDU KONE^NOSTI MNOVESTWA NILXPOTENTNYH ORBIT, SM. 1.1(4);

• dim C^{(i)} = dim g_1 DLQ L@BOGO i ∈ I;

• C^{(i)} ≠ C^{(j)} (IBO ONI IME@T RAZNYE PROEKCII NA 1-YJ SOMNOVITELX); • C^{(i)} ⊄ C^c_1 (SM. WY[E).

zNA^IT, (∗∗) – “TO RAZLOVENIE NA NEPRIWODIMYE KOMPONENTY. � pRIMER. sLEDU@]AQ TABLI^KA SODERVIT WSE SIMMETRI^ESKIE PARY RANGA 1, I UKAZY- WAET DLQ KAVDOJ ^ISLO NEPRIWODIMYH KOMPONENT U C1.

sIMM. PARA (son, son−1) (sp_{2n}, sp_{2n−2} × sp_2) (F4, B4) (sln, sln−1 × T1) n ≥ 3 n ≥ 2 n ≥ 3 # Irr(C_1) 1 2 2 3

pOSLEDNIJ STOLBEC KAK RAZ PREDSTAWLQET SOBOJ PRIMER, RASSMOTRENNYJ W [6, 3.5].

zAME^ANIQ. 1. w SLU^AE PAR RANGA 1 L@BOJ NENULEWOJ NILXPOTENT W g_1 QWLQETSQ ϑ- OTME^ENNYM. (iBO WSE NENULEWYE POLUPROSTYE “LEMENTY W g1 ϑ-REGULQRNY.)

2. wOPROS O NEPRIWODIMOSTI KOMMUTATORNYH MNOGOOBRAZIJ DLQ PAR RANGA 1 RASSMATRI- WAETSQ W NEDAWNEJ RABOTE [10]. nA[I REZULXTATY BYLI POLU^ENY ODNOWREMENNO I NEZA- WISIMO. oDNAKO NA[ PODHOD KORO^E I DAET QWNOE OPISANIE NEPRIWODIMYH KOMPONENT.

5. ~TO DALX[E?

oTBRASYWAQ SIMMETRI^ESKIE PARY MAKSIMALXNOGO RANGA, DWA SLU^AQ, RASSMOTRENNYE W PARAGRAFE 3, I PARY RANGA 1, MY WIDIM, ^TO WOPROS O NEPRIWODIMOSTI KOMMUTATORNOGO MNOGOOBRAZIQ OSTAETSQ OTKRYTYM DLQ SLEDU@]IH SIMMETRI^ESKIH PAR:

(sl_{n+m}, sl_n × sl_m × T_1), 1 < m ≤ n; (so_{n+m}, so_n × so_m), m ≥ 2, n−m ≥ 2;

(sp_{n+m}, sp_n × sp_m), 1 < m ≤ n; (so_{2n}, sl_n × T_1), n ≥ 4; (E_6, D_5 × T_1); (E_7, E_6 × T_1);

(E_6, A_5 × A_1); (E_7, D_6 × A_1); (E_8, E_7 × A_1).

mOVNO PROWERITX, ^TO KAVDAQ IZ “TIH PAR SODERVIT ϑ-OTME^ENNYE “LEMENTY, NE QWLQ- @]IESQ ϑ-REGULQRNYMI, TAK ^TO tEOREMA 2.1 ZDESX NEPRIMENIMA. oDNAKO, Q POLAGA@, ^TO C1 NEPRIWODIMO WO WSEH “TIH SLU^AQH. (dLQ KLASSI^ESKIH SERIJ I MALYH ZNA^ENIJ PARAMETROW m, n NEPRIWODIMOSTX MOVNO PROWERQTX NEPOSREDSTWENNO.) —TO MOVET BYTX SFORMULIROWANO I W BOLEE KRASIWYH I INWARIANTNYH TERMINAH.

rASSMOTRIM PREDSTAWLENIE ρ0 : G0 → GL(g1) ASSOCIIROWANNOE S SIMMETRI^ESKOJ PAROJ (g, g0). pUSTX^~G0 – “TO NAIBOLX[AQ SWQZNAQ PODGRUPPA W GL(g1), TAKAQ ^TO |[g1]^{G0} = |[g1]^{G̃0} .

gIPOTEZA 5.1. mNOGOOBRAZIE C_1 NEPRIWODIMO TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA SIMMETRI- ^ESKAQ PARA (g, g_0) UDOWLETWORQET USLOWI@ G_0 = G̃_0 .

wSE SLU^AI, KOGDA G0 ≠^~G0 BYLI NAJDENY W [4]. oKAZYWAETSQ (ESLI g – PROSTAQ), “TO W TO^NOSTI SIMMETRI^ESKIE PARY RANGA 1, OTLI^NYE OT (son, son−1) ! tAKIM OBRAZOM, tEOREMA 4.1 I KLASSIFIKACIQ POLU^ENNAQ W [4] DOKAZYWA@T NEOBHODIMOSTX USLOWIQ W gIPOTEZE 5.1. oTMETIM TAKVE, ^TO gIPOTEZA, W ^ASTNOSTI, UTWERVDAET, ^TO ESLI RANG NERAZLOVIMOJ SIMMETRI^ESKOJ PARY ≥ 2, TO C1 NEPRIWODIMO.

nA “TU SITUACI@ MOVNO WZGLQNUTX I S BOLEE OB]EJ TO^KI ZRENIQ. zABUDEM POKA O SIM- METRI^ESKIH PARAH I RASSMOTRIM KAKOE-NIBUDX PREDSTAWLENIE ρ : G → GL(V ) SWQZNOJ REDUKTIWNOJ GRUPPY G. sLEDUQ RABOTE [6], RASSMOTRIM ‘KOMMUTATORNOE’ MNOGOOBRAZIE

C_V ⊂ V × V^∗. pO OPREDELENI@, C_V = {(v, ξ) ∈ V × V^∗ |< ξ, g·v >= 0}. zDESX < , > OBOZNA^AET ESTESTWENNOE SPARIWANIE MEVDU V I V^∗. iNA^E GOWORQ, ESLI φ :

V ×V^∗ → g^∗ ≃ g – OTOBRAVENIE MOMENTA (SM. [6, Sect. 1]), TO C_V = φ^{−1}(0). nAPOMNIM, ^TO

DEJSTWIE (G:V ) NAZYWAETSQ OBOZRIMYM, ESLI WSE SLOI ORBITNOGO MORFIZMA πG,V : V →

V//G SODERVAT KONE^NOE ^ISLO ORBIT; DEJSTWIE NAZYWAETSQ STABILXNYM, ESLI SREDI G-

ORBIT MAKSIMALXNOJ RAZMERNOSTI NAJDETSQ ZAMKNUTAQ. kAK I WY[E, OPREDELIM GRUPPU G̃ KAK MAKSIMALXNU@ SWQZNU@ PODGRUPPU W GL(V ), OBLADA@]U@ TEM SWOJSTWOM, ^TO |[V ]^G = |[V ]^{G̃}. pRI “TOM NE PREDPOLAGAETSQ, ^TO GRUPPA^~G OBQZATELXNO REDUKTIWNA.

tEOREMA 5.2. pUSTX DEJSTWIE (G : V ) STABILXNO I OBOZRIMO. pREDPOLOVIM ^TO^~G % G I, BOLEE TOGO, NAJDETSQ v ∈ V , TAKAQ ^TO dim G̃·v > dim G·v. tOGDA C_V PRIWODIMO.

dOKAZATELXSTWO. tAK KAK G I G̃ IME@T ODINAKOWYE INWARIANTY W V , TO V//G ≃ V//G̃

I SLOI ORBITNYH MORFIZMOW U NIH ODINAKOWY. wWIDU STABILXNOSTI DEJSTWIQ G, SLOJ OB- ]EGO POLOVENIQ QWLQETSQ ZAMKNUTOJ G-ORBITOJ I, SLEDOWATELXNO, ZAMKNUTOJ^~G-ORBITOJ. tAKIM OBRAZOM, DEJSTWIE (^~G : V ) TAKVE STABILXNO I OBOZRIMO. rASSMOTRIM KOMMUTA- TIWNU@ DIAGRAMMU, WKL@^A@]U@ OTOBRAVENIQ MOMENTA DLQ DEJSTWIJ GRUPP G I^~G: V × V^{∗ φ̃}→ g̃^∗_φ ↘ ↓ g^∗

. zDESX WERTIKALXNAQ STRELKA – “TO OTOBRAVENIE, DWOJSTWENNOE K WLO-

VENI@ g → g̃. pOLOVIM^~CV = φ̃^{−1}(0). qSNO, ^TO CV ⊃^~CV . sOGLASNO [6, 3.7], IZ OBOZRI- MOSTI I STABILXNOSTI OBOIH RASSMATRIWAEMYH DEJSTWIJ SLEDUET, ^TO

dim C_V = dim V + dim V//G = dim C̃_V .

(sOOTWETSTWU@]EE UTWERVDENIE W [6] FORMULIRUETSQ DLQ REDUKTIWNYH GRUPP. oDNAKO, PO SU]ESTWU, REDUKTIWNOSTX TAM NIGDE NE ISPOLXZUETSQ.) pO“TOMU DOSTATO^NO POKAZATX, ^TO^~CV ≠ CV . pO NA[EMU PREDPOLOVENI@, NAJDETSQ v ∈ V , TAKAQ ^TO g̃·v % g·v. wOZXMEM

ξ ∈ V^∗ TAK ^TO < ξ, g·v >= 0 I < ξ, g̃·v >≠ 0. tOGDA (v, ξ) ∈ C_V \ C̃_V . �

zAMETIM, ^TO MOVET SLU^ITXSQ TAK, ^TO^~G % G I |[V ]^{G̃} = |[V ]^G ≠ |, NO WSE ORBITY “TIH GRUPP ODINAKOWY! nAPRIMER, G = G2 I V – PROSTRANSTWO 7-MERNOGO PREDSTAWLENIQ. tOGDA^~G = SO7.

wOZWRA]AQSX TEPERX K SIMMETRI^ESKIM PARAM, MY WIDIM, ^TO tEOREMA 5.2 ^ASTI^NO OB˙QSNQET SITUACI@ S SIMMETRI^ESKIMI PARAMI RANGA 1. eSLI PARA (g, g0) IMEET RANG 1 I OTLI^NA OT (son, son−1 ), TO^~G0 = SO(g1). pRI “TOM L@BAQ ϑ-NEREGULQRNAQ G0-ORBITA W g1 POROVDAET NILXPOTENTNU@ SO(g1)-ORBITU BOLX[EJ RAZMERNOSTI. i W “TOM-TO I SOSTOIT PRI^INA POQWLENIQ STRANNYH NEPRIWODIMYH KOMPONENT U C(g1).

iNTERESNO BYLO BY NAJTI WSE OBOZRIMYE I STABILXNYE DEJSTWIQ (G : V ) DLQ KOTORYH

G̃ ≠ G. wOZMOVNO TAKIH PROSTO NE BYWAET, ESLI dim V//G > 1.

lITERATURA [1] aNTONQN l.w. o KLASSIFIKACII ODNORODNYH “LEMENTOW Z2-GRADUIROWANNYH POLUPROSTYH ALGEBR

lI == wESTNIK mOSK. uN-TA. sERIQ mATEM., mEHANIKA. 1982. ˝ 2. s. 29–34 [2] Collingwood D.H., McGovern W. “Nilpotent orbits in semisimple Lie algebras”, New York: Van Nostrand Reinhold, 1993 [3] Kostant B., Rallis S. Orbits and representations associated with symmetric spaces == Amer. J. Math.

1971. T. 93 P. 753–809 [4] Levasseur T., Ushirobira R. Adjoint vector fields on the tangent space of semisimple symmetric spaces == J. Lie Theory. 1999. T. 9. P. 293–304 [5] Ohta T. Closures of nilpotent orbits in classical symmetric pairs and their singularities == Tohoku Math. J. (2) 1991. T. 43. P. 161–213 [6] Panyushev D. The Jacobian modules of a Lie algebra and geometry of commuting varieties == Compositio Math. 1994. T. 94. P. 181–199 [7] Panyushev D. On spherical nilpotent orbits and beyond == Ann. Inst. Fourier. 1999. T. 49. P. 1453–1476 [8] Reeder M. Desingularizations of some unstable orbit closures == Pacific J. Math. 1995. T. 167. P. 327– 343 [9] Richardson R.W. Commuting varieties of semisimple Lie algebras and algebraic groups, == Compositio Math. 1979. T. 38. P. 311–327 [10] Sabourin H., Yu R.W.T. Sur l’irreductibilite de la variété commutante d’une paire symétrique réductive de rang 1, == Bull. Sci. Math. 2002. T. 126. P. 143–150 [11] sPRINGER t.a., –TEJNBERG r. kLASSY SOPRQVENNYH “LEMENTOW, w KN.: “sEMINAR PO ALGEBRAI^ES- KIM GRUPPAM”, s. 162–262. m.: “mIR”, 1973 [12] —LA[WILI a.g. cENTRALIZATORY NILXPOTENTNYH “LEMENTOW W POLUPROSTYH ALGEBRAH lI, == tRU- DY tBILISSKOGO MATEM. INSTITUTA IMENI rAZMADZE. 1975. T. 46. s. 109–132