
1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè íàçûâàåòñÿ (ñóá)-
ãàðìîíè÷åñêîé, åñëè ∆f = 0 (∆f > 0).

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ (óëüòðà)ëèóâèëëåâûì, åñëè

íà í¼ì íåò íåïîñòîÿííûõ îãðàíè÷åííûõ (ñóá)ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè íà Rn õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî

èõ ñðåäíåå çíà÷åíèå íà ëþáîé ñôåðå ðàâíî çíà÷åíèþ â öåíòðå ýòîé ñôå-

ðû. Äëÿ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé çíà÷åíèå â öåíòðå ñôåðû íå ïðåâîñ-

õîäèò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íà íåé. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé âûâîäèòñÿ è ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà äëÿ (ñóá)ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé: (ñóá)ãàðìîíè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ íå ìîæåò ïðèíèìàòü ìàêñèìóìà íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå. Â

÷àñòíîñòè, êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ëèóâèëëåâû. Èçâåñòíûé êàê ¾òåî-

ðåìà Ëèóâèëëÿ¿ ôàêò ñîñòîèò â òîì, ÷òî Rn ñî ñòàíäàðòíîé ìåòðèêîé

ëèóâèëëåâî.

2 Àìåíàáåëüíûå ãðóïïû

Äàäèì êðàòêîå îáîçðåíèå (áåç êàêèõ-ëèáî äîêàçàòåëüñòâ) ñâîéñòâ àìå-

íàáåëüíûõ ãðóïï.

Ïóñòü X � ìíîæåñòâî, B(X) � ïðîñòðàíñòâî êîìïëåêñíîçíà÷íûõ

îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé íà í¼ì. Ôóíêöèîíàë m ∈ B∗ íàçûâàåòñÿ ñðåä-

íèì, åñëè îí âåùåñòâåííûé è inf f 6 m(f) 6 sup f äëÿ âñåõ f . Ëåâî-
èíâàðèàíòíîå ñðåäíåå íà ãðóïïå åñòü ïðàâî-èíâàðèàíòíîå ñðåäíåå íà

ïðîòèâîïîëîæíîé ãðóïïå, è íàîáîðîò, òàê ÷òî äëÿ ãðóïï îñìûñëåííî ãî-

âîðèòü îá èíâàðèàíòíûõ ñðåäíèõ. Ãðóïïû, îáëàäàþùèå èíâàðèàíòíûì

ñðåäíèì, íàçûâàþòñÿ àìåíàáåëüíûìè.

Àìåíàáåëüíûå ãðóïïû ñîñòàâëÿþò äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ãðóïï.

Îí âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîíå÷íûå è àáåëåâû ãðóïïà, à òàêæå çàìêíóò îòíîñè-

òåëüíî ðàñøèðåíèé (â ÷àñòíîñòè, íèëüïîòåíòíûå è ïî÷òè àìåíàáåëüíûå

ãðóïïû àìåíàáåëüíû) è ïðåäåëîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñâîáîäíàÿ ãðóïïà

íà äâóõ îáðàçóþùèõ íåàìåíàáåëüíà (íàïðèìåð, ãðóïïà SO(3,R) íåàìå-
íàáåëüíà � èíà÷å áû áûëà àìåíàáåëüíà ãðóïïà SU(2), êîòîðàÿ ñîäåðæèò
ñâîáîäíóþ ãðóïïó íà äâóõ îáðàçóþùèõ). Ãèïîòåòè÷åñêè, âñÿêàÿ íåàìå-

íàáåëüíàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò ñâîáîäíóþ ãðóïïó íà äâóõ îáðàçóþùèõ.

Ïîíÿòèå àìåíàáåëüíîñòè áûëî ââåäåíî ôîí Íåéìàíîì â ñâÿçè ñ îòûñ-

êàíèåì èíâàðèàíòíûõ ìåð íà G-ìíîæåñòâàõ. Íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè

òàêàÿ ìåðà ñóùåñòâóåò (ïîñêîëüêó àìåíàáåëüíà ãðóïïà äâèæåíèé ïëîñ-

êîñòè, ÿâëÿþùàÿñÿ ðàñøèðåíèåì êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïû àáåëåâîé

óíèïîòåíòíîé ãðóïïîé), à â ïðîñòðàíñòâå, ãðóïïà äâèæåíèé êîòîðîãî

íåàìåíàáåëüíà, óæå íåò. Ñâèäåòåëüñòâîì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áàíà-

õà � Òàðñêîãî.
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Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì àìåíàáåëüíûõ ãðóïï:

äåéñòâèå àìåíàáåëüíîé ãðóïïû àôôèííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè âûïóê-

ëîãî êîìïàêòà â ëîêàëüíî âûïóêëîì òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

3 Íàêðûòèÿ íàä êîìïàêòíîé áàçîé

Ïóñòü X → Y � íàêðûòèå Ãàëóà ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ ãðóïïîé

Ãàëóà G, áàçà êîòîðîãî êîìïàêòíà.

Òåîðåìà (Ëàéîíñ è Ñàëëèâàí, 1984). Åñëè G íèëüïîòåíòíàÿ, òî X
ëèóâèëëåâî. Êðîìå òîãî, åñëè X ëèóâèëëåâî, òî G àìåíàáåëüíà, äàæå

åñëè Y íåêîìïàêòíî.

Òåîðåìà (Êàéìàíîâè÷, 1986). Åñëè G ïîëèöèêëè÷åñêàÿ (ðàçðåøèìàÿ

í¼òåðîâà; ýêâèâàëåíòíî � ãðóïïà ñ ñóáíîðìàëüíûì ðÿäîì ñ öèêëè÷å-

ñêèìè ôàêòîðàìè) èëè ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, òî X ëèóâèëëåâî.

ßñíî, ÷òî óòâåðæäåíèÿ ýòèõ òåîðåì ìîæíî óñèëèòü, çàìåíèâ óñëîâèÿ

ïîëèöèêëè÷íîñòè è íèëüïîòåíòíîñòè íà ïî÷òè ïîëèöèêëè÷íîñòü èëè ïî-

÷òè íèëüïîòåíòíîñòü.

Íà êýëåðîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ãàðìîíè÷íû îò-

íîñèòåëüíî ëàïëàñèàíà ìåòðèêè, òàê ÷òî òåîðåìà Êàéìàíîâè÷à óòâåð-

æäàåò, ÷òî íà (ïî÷òè) ïîëèöèêëè÷åñêèõ íàêðûòèÿõ êîìïàêòíûõ êýëåðî-

âûõ ìíîãîîáðàçèé íåò íåïîñòîÿííûõ îãðàíè÷åííûõ ãîëîìîðôíûõ ôóíê-

öèé. Äëÿ ïîëèöèêëè÷åñêèõ íàêðûòèé íåêýëåðîâûõ êîìïàêòíûõ êîìïëåêñ-

íûõ ìíîãîîáðàçèé òåîðåìà Êàéìàíîâè÷à íåâåðíà: êîíòðïðèìåðîì ñëó-

æèò, êàê îáû÷íî, óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè Èíóý: ðàññìîò-

ðèì öåëî÷èñëåííóþ 3× 3-ìàòðèöó ñ äâóìÿ ìíèìûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñ-
ëàìè è îäíèì âåùåñòâåííûì è îïðåäåëèòåëåì 1. Îíà îáðàòèìà íàä Z
è îïðåäåëÿåò äåéñòâèå Z íà Z3. Ñêðó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíî

òàêîãî äåéñòâèÿ åñòü ðåø¼òêà â ãðóïïå (C × R) o R, êîòîðàÿ äåéñòâóåò

íà C×R. Ýòî äåéñòâèå ïðîäîëæàåòñÿ äî äåéñòâèÿ íà C×H; ôàêòîð ïî
ýòîìó äåéñòâèþ åñòü ïîâåðõíîñòü ñ ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïîé Z3 o Z,
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ êýëåðîâîé.

Ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ óëüòðàëèóâèëëåâûìè, ìû

áóäåì íàçûâàòü ïðåõîäÿùèìè. Ìîòèâèðîâêà ýòîãî ïîíÿòèÿ òàêîâà:

Òåîðåìà. Âîçâðàòíîñòü áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ ðàâíîñèëüíà óëüòðà-

ëèóâèëëåâîñòè.

Â òåðìèíîëîãèè Ìîñêîâñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû ýòî îçíà÷àåò,

÷òî àëêàø, âûïóñêàþùèéñÿ èç âûòðåçâèòåëÿ íà óëüòðàëèóâèëëåâîì ìíî-

ãîîáðàçèè, îáÿçàòåëüíî òóäà âåðí¼òñÿ. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, â äâóìå-

ðüè òåîðåìó Ëèóâèëëÿ ìîæíî óñèëèòü: íà R2 íåò íåïîñòîÿííûõ îãðàíè-

÷åííûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé; â òð¼õìåðüè ýòî óæå íå ðàáîòàåò.
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À. ß. Êàíåëü-Áåëîâ ïîÿñíÿë ýòî òàê: â îáû÷íîì, äâóìåðíîì ãîðîäå àë-

êàø âñåãäà âåðí¼òñÿ â âûòðåçâèòåëü; à â ãîðîäå áóäóùåãî, ïðîòÿãëîì

òàêæå è â âûñîòó, àëêàø âåðíóòüñÿ â âûòðåçâèòåëü óæå íå ñìîæåò. Ýòî

ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìåðüåì è òð¼õìåðüåì óæå áûëî ïîä÷¼ðêíóòî, êîãäà

ðå÷ü øëà î ïàðàäîêñå Áàíàõà � Òàðñêîãî.

Òåîðåìà. Íàêðûòèå Ãàëóà íàä êîìïàêòíîé áàçîé óëüòðàëèóâèëëåâî,

åñëè è òîëüêî åñëè åãî ãðóïïà Ãàëóà åñòü êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå 1, Z èëè

Z2.

Òàêèå ãðóïïû íàçûâàþò ãðóïïàìè Âàðîïóëîñà.

4 Íàêðûòèÿ íàä íåêîìïàêòíîé áàçîé

Ïóñòü X � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, Homo(X) � ãðóïïà ãîìîòåòèé X,

à Harm(X) � ïðîñòðàíñòâî ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà X. Â êîìïëåêñ-

íîì ñëó÷àå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðóïïó áèãîëîìîðôíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé X è ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Ãðóïïà Homo î÷åâèä-

íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåíà â ïðîñòðàíñòâå Harm. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

G ⊂ Homo óëüòðàëèóâèëëåâà, åñëè íà X íåò G-èíâàðèàíòíûõ îãðàíè-

÷åííûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ (â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå ïëþðèñóáãàðìîíè÷å-

ñêèõ) ôóíêöèé. Åñëè ôàêòîð X/G ñóùåñòâóåò â òîé æå êàòåãîðèè, òî G
óëüòðàëèóâèëëåâà åñëè è òîëüêî åñëè X/G óëüòðàëèóâèëëåâî.

Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãèïåðíèëüïîòåíòíîé, åñëè îíà

èìååò âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ñåìåéñòâî íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé {Hα} òà-
êèõ, ÷òî [H,Hα+1] ∈ Hα, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü âñÿ H. Îòëè÷èå

ýòîãî îïðåäåëåíèÿ îò îïðåäåëåíèÿ íèëüïîòåíòíîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî

ýòî îáúåäèíåíèå ìîæåò áûòü î÷åíü áåñêîíå÷íûì. Ãèïåðíèëüïîòåíòíûå

ãðóïïû àìåíàáåëüíû.

Òåîðåìà (Ëèí, 1987). Ïóñòü G � ãèïåðíèëüïîòåíòíàÿ ïîäãðóïïà â

Homo(X). Òîãäà åñëè G óëüòðàëèóâèëëåâà, òî X ëèóâèëëåâî.

Äëÿ íàêðûòèé ýòà òåîðåìà ãîâîðèò, ÷òî ãèïåðíèëüïîòåíòíîå íàêðû-

òèå óëüòðàëèóâèëëåâà ïðîñòðàíñòâà ëèóâèëëåâî. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóï-

ïà êîíå÷íîïîðîæäåíà, à äëÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ ãðóïï ãèïåðíèëüïî-

òåíòíîñòü âëå÷¼ò íèëüïîòåíòíîñòü è ïîëèöèêëè÷íîñòü. Çíà÷èò, âàðèàíò

ýòîé òåîðåìû äëÿ íàêðûòèé íàä êîìïàêòíîé áàçîé ñëåäóåò èç òåîðåìû

Êàéìàíîâè÷à. Âìåñòå ñ òåì, ýòà òåîðåìà ãîðàçäî áîëåå îáùàÿ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü X → Y � íàêðûòèå Ãàëóà êîìïàêòíîãî ðèìàíîâà

(êýëåðîâà) ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðóïïîé Ãàëóà G. Åñëè G � ðàñøèðåíèå ïî-

÷òè ãèïåðíèëüïîòåíòíîé ãðóïïû êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì 1, Z èëè Z2,

òî X ëèóâèëëåâî.
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Êîíòðïðèìåð ê àíàëîãè÷íîìó óòâåðæäåíèþ äëÿ íåêýëåðîâûõ êîì-

ïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé ñíîâà äîñòàâëÿåò íàì ïîâåðõíîñòü Èíóý: ðàñ-

ñìîòðèì áàøíþ íàêðûòèé X
Z3

−→ Y
Z−→ I. Åñëè Y óëüòðàëèóâèëëåâî, òî

ïî òåîðåìå î ãèïåðíèëüïîòåíòíîì íàêðûòèè X ëèóâèëëåâî, ÷òî íå òàê

(â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî Y ëèóâèëëåâî, íî íå óëüòðàëèóâèëëåâî).

Òåïåðü íàêðûòèå X → Y ðàçëàãàåòñÿ â áàøíþ, è îäíî èç ïðîìåæóòî÷-

íûõ íàêðûòèé áóäåò íåëèóâèëëåâûì Z-íàêðûòèåì íàä óëüòðàëèóâèëëå-

âîé áàçîé.

5 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèíà

5.1 Îäíà ëåììà

Äîêàæåì ëåììó:

Ëåììà. Ïóñòü íà ñâÿçíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè X ãëàäêî äåéñòâó-

åò äèñêðåòíàÿ àìåíàáåëüíàÿ ãðóïïà G, ïðè÷¼ì íà X íåò íåïîñòî-

ÿííûõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ G-èíâàðèàíòíûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ

ôóíêöèé. Åñëè îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ íà X ôóíêöèÿ f ïðè íåêî-

òîðîì s èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû [G, s] ⊂ G, òî îíà s-
èíâàðèàíòíà.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè f ñîõðàíÿåòñÿ êàêèì-

íèáóäü ýëåìåíòîì íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà G, òî îíà ïîñòîÿííà, è,

êðîìå òîãî, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿ-

åòñÿ öåíòðîì (îòêóäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò òåîðåìà Ëèóâèëëÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî H êîìïëåêñíûõ îãðàíè÷åí-

íûõ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà X è êîíóñ K âåùåñòâåííûõ íåîòðè-

öàòåëüíûõ ñóáãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé íà X. Ïî ïðèíèöïó ìàêñèìóìà

ôóíêöèè èç H íå èìåþò ïèêîâ â X (òî åñòü îíà ëèáî ïîñòîÿííà, ëèáî íè-

ãäå íå äîñòèãàåò âåðõíåé ãðàíè). Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèå òî-

ïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà: äëÿ êàæäîãî øàðà Br = {f ∈ BC(X) : sup f 6 r}
ìíîæåñòâà H∩Br è K∩Br çàìêíóòû â BC(X) îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî-
îòêðûòîé òîïîëîãèè, è äëÿ êàæäîãî îãðàíè÷åííîãî â sup-íîðìå ìíîæå-
ñòâà F ⊂ H ôóíêöèÿ ϕ2

F (x) = supf∈F |f(x)|2 ïðèíàäëåæèò êîíóñó K (â

÷àñòíîñòè, êîíóñó ïðèíàäëåæàò êâàäðàòû ìîäóëåé âñåõ ôóíêöèé).

Íà ìãíîâåíèå çàáóäåì ïðî âñ¼, î ÷¼ì ìû ãîâîðèëè, è áóäåì ðàññìàò-

ðèâàòü â BC(X) êîìïëåêñíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è âåùåñòâåííûé êîíóñ

ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè. Çàìåòèì, ÷òî åñëè çàäàíî sup-îãðàíè÷åííîå ñå-

ìåéñòâî ôóíêöèé èçH, ïàðàìåòðèçîâàííîå äèñêðåòíûì òîïîëîãè÷åñêèì

ïðîñòðàíñòâîì G, òî îíî ðàâíîñòåïåííî íåïðåðâûíî ïðîäîëæàåòñÿ íà

êîìïàêòèôèêàöèþ Ñòîóíà � ×åõà βG.
Òåïåðü ïóñòü G � ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà X ãîìîòåòèÿìè, â íà-

øèõ èñõîäíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà H è K. Òîãäà G òàêæå äåéñòâóåò íà

4



BC(X) è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà: G ñîõðàíÿåò H è K, ïðè-
÷¼ì äåéñòâèå íà H èçîìåòðè÷íî, òîæäåñòâåííî íà ïîñòîÿííûõ ôóíêöè-

ÿõ è íåïðåðâûíî â êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè íà sup-îãðàíè÷åííûõ
ïîäìíîæåñòâàõ, äåéñòâèå íà K ïîëîæèòåëüíî ëèíåéíî, sup-îãðàíè÷åíî è
íåïðåðâûíî â êîìïàêòíî-îòêðûòîé òîïîëîãèè íà sup-îãðàíè÷åííûõ ïîä-
ìíîæåñòâàõ, è ýòè äåéñòâèÿ ñîãëàñîâàíû â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè îïðåäå-

ëÿþò îäèíàêîâûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíêöèé ϕ. Òåïåðü ñíîâà çàáóäåì ïðî

íàøó ãåîìåòðè÷åñêóþ êàðòèíêó, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàêóþ-òî áàíà-

õîâó àëãåáðó ñ äåéñòâèåì G è äîïîëíèòåëüíûìè äàííûìè, óäîâëåòâî-

ðÿþùèì ïåðå÷èñëåííûì øåñòè àêñèîìàì. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ H
å¼ G-îðáèòà áóäåò sup-îãðàíè÷åííûì ñåìåéñòâîì, òàê ÷òî îíà äîïóñêàåò

ïðîäîëæåíèå íà ñòîóí-÷åõîâñêóþ êîìïàêòèôèêàöèþ G, êîòîðîå áóäåò

àâòîìàòè÷åñêè G-ýêâèâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ïðàâîãî

äåéñòâèÿ G íà βG.
Äîêàæåì òåõíè÷åñêóþ ëåììó:

Ëåììà. Ïóñòü B � ñòðîãî âûïóêëîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, à X
ψ−→

B � òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî m ∈ B∗ èìååò ìåñòî m◦ψ ∈
H. Åñëè ‖ψ(x)‖ íå çàâèñèò îò x, òî ψ ïîñòîÿííà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ êàêîé-òî òî÷êè x0 ψ(x0) 6= 0.
Ïî òåîðåìà Õàíà � Áàíàõà íàéä¼òñÿ òàêîé ôóíêöèîíàë m0 ∈ B∗, ÷òî
‖m0‖ = 1 èm0(ψ(x0)) = ‖ψ(x0)‖. Òîãäà |m0(ψ(x))| 6 ‖ψ(x)‖ = ‖ψ(x0)‖ =
m0(ψ(x0)), íî ôóíêöèÿm0◦ψ íå èìååò ïèêîâ âX, èm0(ψ(x)) = m0(ψ(x0)) =
‖ψ(x0)‖. Íî òîãäà ‖ψ(x0)‖ = m0(ψ(x) + ψ(x0))/2 6 ‖(ψ(x) + ψ(x0))/2‖ 6
(‖ψ(x)‖+ ‖ψ(x0)‖)/2 = ‖ψ(x)‖ = ‖ψ(x0)‖, îòêóäà â ñèëó ñòðîãîé âûïóê-
ëîñòè B èìååò ìåñòî ψ(x) = ψ(x0).

Ïåðåôîðìóëèðóåì òåïåðü òî, ÷òî ìû õîòèì äîêàçûâàòü.

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû øåñòü óñëîâèé è K íå ñîäåðæèò íåïîñòî-

ÿííûõ G-èíâàðèàíòíàõ ôóíêöèé. Åñëè G àìåíàáåëüíà è äëÿ íåêîòîðîãî

s ∈ G ôóíêöèÿ f ∈ H óäîâëåâòîðÿåò ðàâåíñòâó fgs = fsg, òî f s = f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñìîòðåòü íàG-îðáèòó ôóíêöèè f . Ââåä¼ì ôóíê-
öèþ fx(g) = fg(x) è ïðîäîëæèì å¼ äî ôóíêöèè fx íà βG. Òîãäà ϕ

2
f (x) =

supG |fg(x)|2 ∈ K. Â ñèëó ñîãëàñîâàííîñòåé G-äåéñòâèÿ íà êîíóñå è íà

ïðîñòðàíñòâå (ϕ2
f )h = ϕ2

f , ñ äðóãîé ñòîðîíû, K íå ñîäåðæèò íåïîñòî-

ÿííûõ G-èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé, òàê ÷òî ϕ2
f ïîñòîÿííà. ϕ2

f 6 ‖f‖2X , ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ϕ2

f < ‖f‖2X , òî ϕ2
f < |f(x0)|2 6 supG |fg(x0)|2 =

ϕ2
f (x0) = ϕ2

f . Èòàê, ‖fx‖G = ϕf = ‖f‖X .
Äëÿ âñÿêîãî x ôóíêöèÿ f̂x èìååò ïèêîâîå ìíîæåñòâî â ñâÿçè ñ êîì-

ïàêòíîñòüþ βG. Ïóñòü ξ0 ïðèíàäëåæèò ïèêîâîìó ìíîæåñòâó äëÿ ôóíê-
öèè f̂x0 . Èòàê, ‖f‖X = f̂x(ξ0) = f ξ0(x). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, f ξ0 ∈ H
è íå èìååò ïèêîâ. Çíà÷èò, f ξ0 ïîñòîÿííà, òàê ÷òî |f̂x(ξ0)| = |f ξ0(x)| =
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|f ξ0(x0)| = |f̂x0(ξ0)| = ‖f‖X . Çíà÷èò, ξ0 ïðèíàäëåæèò ïèêîâîìó ìíîæå-

ñòâó äëÿ âñåõ f̂x, òàê ÷òî ïèêîâîå ìíîæåñòâî íå çàâèñèò îò x. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, êîíñòàíòû ñîõðàíÿþòñÿ äåéñòâèåì G, à f ξ0 ïîñòîÿííî, òàê ÷òî
|f̂x0(ξ0h)| = |f ξ0h(x0)| = |f ξ0(x0)| = ‖f‖X , è ïèêîâîå ìíîæåñòâî ïðàâîèí-
âàðèàíòíî.

Òåïåðü ââåä¼ì íà βG ïðàâî-èíâàðèàíòíóþ áîðåëåâñêóþ âåðîÿòíîñò-

íóþ ìåðó µ, ÷òî ìû ìîæåì ñäåëàòü â ñâÿçè ñ àìåíàáåëüíîñòüþ G. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2(βG, µ); C(βG) îòîáðàæàåòñÿ â íåãî ñ ÿäðîì,

ñîñòîÿùèì èç ôóíêöèé, ïî÷òè âñþäó ðàâíûõ íóëþ ïî ìåðå µ. Â ÷àñòíî-

ñòè, îïðåäåëåíû ýëåìåíòû [f̂x] ∈ L2(µ). Ýòè ýëåìåíòû G-èíâàðèàíòíû;
äîêàçàòåëüñòâî ïðèä¼òñÿ îïóñòèòü.

Òåïåðü ïóñòü f ′ = f − f s; ê ýòîé ôóíêöèè ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû

ïåðâûõ äâóõ ðàññóæäåíèé. Èòàê, ïèêîâîå ìíîæåñòâî ôíóêöèè f̂ ′x � íå

çàâèñÿùèé îò x íåïóñòîé G-ïðàâîèíâàðèàíòíûé êîìïàêò. Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî áîðåëåâñêèõ ìåð íà βG, ñîñðåäîòî÷åííûõ â ýòîì êîìïàêòå.

Ýòî íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò â C(βG)∗, ñîõðàíÿþùèéñÿ äåéñòâèåì

G, ïîñêîëüêó è ïèêîâîå ìíîæåñòâî ïðàâîèíâàðèàíòíî. Ó ýòîãî äåéñòâèÿ,

ïî òåîðåìå Ìàðêîâà � Êàêóòàíè, åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Ïóñòü ν �

ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â ïèêîâîì ìíî-

æåñòâå. Èòàê, |f̂ ′x(ξ)| = ‖f ′‖X ïðè âñåõ x ∈ X è ξ ∈ supp ν.
Íàêîíåö, ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû; òîãäà f ′g =

fg−fsg = fg−fgs. Çíà÷èò, f ′ξ = f ξ−f ξs. Çíà÷èò, f̂ ′x(ξ) = f̂x(ξ)− f̂x(ξs).
Äëÿ ìåðû ν, ñòàëî áûòü, [f̂ ′x] = 0 ∈ L2(ν). Ïî íåïðåðûâíîñòè f̂ ′x(ξ) = 0
äëÿ âñåõ x ∈ X è ξ ∈ supp ν. Îòñþäà ‖f ′‖X = 0 è f ′ = 0.

Ñëåäñòâèå. Åñëè G ãèïåðíèëüïîòåíòíà, òî â êîíóñå K åñòü íåïîñòî-

ÿííàÿ G-èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì âïîëíå óïîðÿäî÷åííóþ

ñèñòåìó íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé {Gα}α∈A ãðóïïûG, ó÷àñòâóþùóþ â îïðå-

äåëåíèè ãèïåðíèëüïîòåíòíîé ãðóïïû. Ïóñòü íåïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ f
Gβ-èíâàðèàíòíà; òîãäà ïî òåõíè÷åñêîé ëåììå îíà è Gβ+1-èíâàðèàíòíà.

Çíà÷èò, îíà è G-èíâàðèàíòíà. Òîãäà |f |2 G-èíâàðèàíòíà è ïðèíàäëåæèò
êîíóñó K.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü íà ñâÿçíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè X äåéñòâó-

åò ãîìîòåòèÿìè ãðóïïà G, à ãðóïïà H â íåé êîíå÷íîãî èíäåêñà. Äîïó-

ñòèì, ÷òî X íåëèóâèëëåâî, à H ãèïåðíèëüïîòåíòíà. Òîãäà äåéñòâèå G
íå ìîæåò áûòü óëüòðàëèóâèëëåâî. Â ÷àñòíîñòè, ãèïåðíèëüïîòåíò-

íîå íàêðûòèå óëüòðàëèóâèëëåâà ìíîãîîáðàçèÿ ëèóâèëëåâî.

Ïîëíîñòüþ òàêîå æå äîêàçàòåëüñòâî, çà èñêëþ÷åíèåì âûáîðà ïðî-

ñòðàíñòâàH è êîíóñà K, ðàáîòàåò è â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé,
è â ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíîé ãðóïïû.
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