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1 Ââåäåíèå

Îïðåäåëåíèå. Ðàñïðåäåëåíèåì D íà ìíîãîîáðàçèè X íàçûâàåòñÿ ïîä-

ðàññëîåíèå â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TX ⊇ D.

Òåîðåìà (Ôðîáåíèóñ). Ìíîãîîáðàçèå X ðàçáèâàåòñÿ â îáúåäèíåíèå íåïå-

ðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîãîîáðàçèé Xi òàêèõ, ÷òî TxXi = Dx, åñëè è òîëü-

êî åñëè [D,D] ⊆ D.

Ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñåìåéñòâà êàñàþùèõñÿ ïîä-

ìíîãîîáðàçèé, íàçûâàþòñÿ èíòåãðèðóåìûìè. Ìåðîé íåèíòåãðèðóåìîñòè,

ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà, ñëóæèò âåëè÷èíà Φ: Λ2D → T/D, íàçûâà-
åìàÿ òåíçîðîì Ôðîáåíèóñà (èëè, â ñëó÷àå ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, êîãäà

T/D ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäðàññëîåíèåì â T , òåíçîðîì Î'Íèëëà).

Òåîðåìà (Ðàøåâñêèé, ×æîó). Ïóñòü D � âïîëíå íåèíòåãðèðóåìîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå íà X, ñèðå÷ü òàêîå, ÷òî ôèëüòðàöèÿ D0 = D, Dk+1 =
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[Dk, D] ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùåé. Òîãäà ëþáûå äâå òî÷êè X ìîæíî ñî-

åäèíèòü ïóò¼ì, êàñàþùèìñÿ D.

Äîïóñòèì, ÷òî D ñîñòîèò èç ÿäåð 1-ôîðìû α íà 2n+ 1-ìåðíîì ìíî-

ãîîáðàçèè X. Òîãäà òåîðåìà Ðàøåâñêîãî � ×æîó âëå÷¼ò, ÷òî D âïîëíå

íåèíòåãðèðóåìî, åñëè òîëüêî α ∧ (dα)∧n 6= 0. Ìíîãîîáðàçèÿ ñ òàêèìè

ðàñïðåäåëåíèÿìè íàçûâàþòñÿ êîíòàêòíûìè, îíè ÿâëÿþòñÿ íå÷¼òíîìåð-

íûì àíàëîãîì ñèìïëåêòè÷åñêèõ.

Òåîðåìà (Äàðáó, êîíòàêòíûé âàðèàíò). Âñÿêîå êîíòàêòíîå ìíîãîîá-

ðàçèå ëîêàëüíî êîíòàêòîìîðôíî øàðó â R2n+1 ñ êîîðäèíàòàìè {xi}ni=1,

{yi}ni=1, z è ôîðìîé
∑

i xdyi − dz.

Â 1990-õ Ìîíòãîìåðè äîêàçàë ñëåäóþùóþ òåîðåìó:

Òåîðåìà (Ìîíòãîìåðè). Â êàòåãîðèè ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé âàðèàíò

òåîðåìû Äàðáó èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ñëåäóþùèõ òèïîâ ðàñïðåäåëå-

íèé:

1. ïîëÿ ïðÿìûõ;

2. êîíòàêòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ;

3. ÷¼òíî-êîíòàêòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ;

4. ýíãåëåâû ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïåðâûå äâà ñëó÷àÿ áîëåå-ìåíåå èçâåñòíû (âàðèàíò òåîðåìû Äàðáó

äëÿ ïîëåé ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î âûïðÿìëåíèè è õîðîøî çíàêîì

ñïåöèàëèñòàì â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ). ×¼òíî-êîíòàêòíûå ñòðóêòó-

ðû îïðåäåëÿþòñÿ íà 2n-ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ àíàëîã÷èíî êîíòàêòíûì,
òîëüêî òðåáîâàòü ìû äîëæíû íåâûðîæäåííîñòè ôîðìû α ∧ (dα)∧(n−1).
Íà ñàìîì äåëå, ïðàâèëüíåå òðåáîâàòü, ÷òîáû ôîðìà α áûëà ñ êîýôôè-

öèåíòàìè â ëèíåéíîì ðàññëîåíèè L′, òîãäà ôîðìà α ∧ (dα)∧(n−1) áóäåò
ôîðìîé ñ êîýôôèöèåíòàìè â L′⊗n.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê ýíãåëåâûì ñòðóêòóðàì.

2 Ýíãåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ

Òå, êòî õîòü ðàç â æèçíè çàäóìûâàëñÿ î òîì, êàê óïðàâëÿòü ìàøèíîé,

åäóùåé ïî ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ïîíèìàþò, ÷òî å¼ êîíôèãóðàöèîííîå

ïðîñòðàíñòâî ÷åòûð¼õìåðíî: ïîìèìî êîîðäèíàò íà ñàìîé ðèìàíîâîé ïî-

âåðõíîñòè, âàæíî, êóäà ñìîòðèò ñàìà ìàøèíà è êóäà ñìîòðÿò å¼ âåäóùèå

êîë¼ñà. Ïðè ýòîì ìû ìîæåì ìåíÿòü òîëüêî äâà ïàðàìåòðà: ìåíÿòü ñêî-

ðîñòü è êðóòèòü ðóëü. Òàêèì îáðàçîì, â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàí-

ñòâå ìàøèíà âñåãäà äâèæåòñÿ âäîëü íåêîãî äâóìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

F , êîòîðîå âïîëíå íåèíòåãðèðóåìî â ñèëó òîãî, ÷òî èç ëþáîé òî÷êè â
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êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî äîáðàòüñÿ â ëþáóþ. Êàæäûé,

êòî õîòü ðàç íàáëþäàë ïðîöåññ ïàðêîâêè, çíàåò, ÷òî [D,D] = E åù¼ íå

äà¼ò âñåãî êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, à âîò [E,E] óæå äà¼ò.

Îïðåäåëåíèå. ×åòûð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå X ñ äâóìåðíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì D íàçûâàåòñÿ ýíãåëåâûì, åñëè E òð¼õìåðíî, à [E,E] = T .

Ôðèäðèõ Ýíãåëü, ñîàâòîð Ñîôóñà Ëè (èçâåñòíûé ñâîåé òåîðåìîé î ñó-

ùåñòâîâàíèè òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû Ëè, ñäâèãà-

þùåãî ïîëíûé ôëàã), áûë, âèäèìî, ïåðâûì ìàòåìàòèêîì, ðàññìîòðåâ-

øèì òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ (çà êðàéíåé ïðàêòè÷íîñòüþ è íàãëÿäíîñòüþ

íåò ñîâåðøåííî íèêàêîé íàäåæäû âûÿñíèòü, êòî èç ìåõàíèêîâ ïåðâûì

ðàññìàòðèâàë ýòó ñòðóêòóðó), îí æå äîêàçàë äëÿ íèõ âàðèàíò òåîðåìû

Äàðáó.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü D � ýíãåëåâà ñòðóêòóðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò

ëèíåéíîå ïîäðàññëîåíèå L ⊂ D òàêîå, ÷òî [L,D] = D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L′ = T/E. Òåíçîð Ôðîáåíèóñà Φ åñòü îòîá-

ðàæåíèå Λ2E → L′. E òð¼õìåðíî, òàê ÷òî Λ2E òàêæå òð¼õìåðíî, è

ÿäðî Ôðîáåíèóñà F äâóìåðíî. Ïóñòü åù¼ L′′ = E/D, òîãäà Λ2E =
Λ2D ⊕D ⊗ L′′. Êàê F ðàñïîëàãàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàñùåïëåíèÿ?

Êîììóòàòîð îòîáðàæàåò Λ2D â E, òàê ÷òî ïðè ôàêòîðèçàöèè ïî E îí

óéä¼ò. Ñòàëî áûòü, Λ2D ⊂ F , è F/Λ2D åñòü ëèíåéíîå ïîäðàññëîåíèå â

D⊗L′′. Çíà÷èò, F/Λ2D⊗(L′′)∨ åñòü ëèíåéíîå ïîäðàññëîåíèå âD. Íóæíîå
íàì óñëîâèå ëåãêî âèäåòü.

Òåì ñàìûì, â êàæäîé òî÷êå ýíãåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ èìååòñÿ ôëàã

0 ⊂ L ⊂ D ⊂ E ⊂ T , òàê ÷òî âñå ýíãåëåâû ìíîãîîáðàçèÿ ïàðàëëåëè-

çóåìû. Òåîðåìà Ôîãåëÿ 2009 ãîäà îáðàùàåò ýòîò ðåçóëüòàò â ãëàäêîé

êàòåãîðèè: âñÿêîå ïàðàëëåëèçóåìîå ÷åòûð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñ-

êàåò ýíãåëåâó ñòðóêòóðó.

Îáîçíà÷èì L çà L0, à ïîñëåäóþùèå ôàêòîðû çà L1 = D/L, L2 = E/D
è L3 = T/E. Èç îïðåäåëåíèé è îïðåäåëèòåëüíîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ñëåäóþò ðàâåíñòâà Λ2D = L0 ⊗ L1, Λ3E = Λ2D ⊗ L2 è ω−1X =
Λ3E⊗L3. Êðîìå òîãî, íåâûðîæäåííîñòü òåíçîðà Ôðîáåíèóñà äëÿ D äà¼ò

èçîìîðôèçì Λ2D = E/D = L2, à íåâûðîæäåííîñòü òåíçîðà Ôðîáåíèóñà

äëÿ E âêóïå ñ îïðåäåëåíèåì L äà¼ò ðàâåíñòâî L1⊗L2 = (D/L)⊗L2 = L3.

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 2. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

1. T/E = Λ2(E/L) = L⊗ L⊗21 ;

2. E/D = Λ2D = L⊗ L1;

3. Λ3E = L⊗2 ⊗ L⊗21 ;
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4. Λ3(T/L) = L⊗2 ⊗ L⊗41 ;

5. ω−1X = L⊗3 ⊗ L⊗41 .

3 Òåîðåìà Äàðáó

Êàê óæå óïîìèíàëîñü, âàðèàíò òåîðåìû Äàðáó äëÿ ýíãåëåâûõ ìíîãî-

îáðàçèé äîêàçàë ñàì Ýíãåëü. Ïîñêîëüêó ìû èíòåðåñóåìñÿ êîìïëåêñíîé

ãåîìåòðèåé, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ êîìïëåêñíàÿ âåðñèÿ ýòîé òåî-

ðåìû.

Óòâåðæäåíèå 3 (âàðèàíò Ýíãåëÿ òåîðåìû Äàðáó, êîìïëåêñíàÿ âåðñèÿ).

Âñÿêîå êîìïëåêñíîå ýíãåëåâî ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî ýíãåëåìîðôíî äèñêó

â C4 ñ ðàñïðåäåëåíèåì, ðàâíûì ïåðåñå÷åíèþ ÿäåð ôîðì dx − ydz = 0 è

dy − wdx = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû èç êîìïëåêñíîé

êîíòàêòíîé ãåîìåòðèè.

Ëåììà (ñòàáèëüíîñòè Ãðåÿ, ãîëîìîðôíàÿ âåðñèÿ). Ïóñòü

Ft → TX
θt−→ O

åñòü ñåìåéñòâî êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð, ïàðàìåòðèçîâàííîå äèñêîì ñ

êîîðäèíàòîé t. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè x ñóùå-

ñòâóåò ñåìåéñòâî ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé ϕt : V → X òàêèõ, ÷òî

ϕ∗tFt = F0 äëÿ ìàëûõ t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ ϕ∗t θt =
ftθ0, ãäå ft � ñåìåéñòâî ôóíêöèé. Äèôôåðåíöèðóÿ òðåáóåìîå ïî âðåìå-

íè, ïîëó÷àåì

ϕ∗t (
d

dt
θt + Lievtθt) =

dft
dt
θ0,

ãäå vt � âåêòîðíûå ïîëÿ, îïðåäåëÿþùèå ïîòîêè ϕt, ÷òî ìîæåò áûòü ïå-
ðåïèñàíî êàê

d

dt
θt + Lievtθt = htθt,

ãäå ht = ( 1
ft

d
dtft) ◦ ϕ

−1
t . Äëÿ êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð, ôàêòîð ïî êîòîðûì

òðèâèàëåí, ñóùåñòâóåò òàê íàçûâàåìîå ïîëå Ðèáà R, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì

ιRdθ = 0,

ιRθ = 1,

ïîñêîëüêó ker dθ åñòü ïîëå ïðÿìûõ â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè êîíòàêòíîé
ñòðóêòóðû, à âòîðîå óñëîâèå åñòü ïðîñòî íîðìèðîâêà. Ïîëîæèì ht =
ιRt

d
dtθt. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïîñëå ýòîãî vt âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî.
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Óòâåðæäåíèå 4 (òåîðåìà Äàðáó, êîíòàêòíàÿ âåðñèÿ, ãîëîìîðôíûé âà-

ðèàíò). Âñÿêîå êîíòàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ëîêàëüíî êîíòàêòîìîðôíî êîí-

òàêòíîìó øàðó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì íà øàðå êîíòàêòíóþ ôîðìó, ïðîäîëæåííóþ

íà í¼ì, êàê íà øàð â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, èç åãî öåíòðà. Áûòü êîí-

òàêòíûì � ëîêàëüíî âûïóêëîå óñëîâèå, òàê ÷òî íà ìàëåíüêîì øàðèêå

ñ òåì æå öåíòðîì èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ïðÿìîëèíåéíûì ïóò¼ì. Çíà÷èò,

îíè ëîêàëüíî êîíòàêòîìîðôíû.

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû ÷¼òíî-

êîíòàêòíûõ ñòðóêòóð íàñòîëüêî áîãàòû, ÷òî ëþáîå ïîëå ïðÿìûõ ìîæíî

ïåðåâåñòè â ëþáîå. Ýòî íåêîòîðîå âû÷èñëåíèå â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ,

êîòîðîå ìíå íå õî÷åòñÿ ïðîäåëûâàòü.

4 Êàðòàíîâñêîå ïðîäîëæåíèå êîíòàêòíîé ñòðóê-

òóðû

Äâà ïðèìåðà ãîëîìîðôíî ýíãåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå ìû çäåñü

ðàññìîòðèì, ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè âåðñèÿìè âåùåñòâåííûõ ýíãåëå-

âûõ ìíîãîîáðàçèé, èçâåñòíûõ åù¼ Ýëè Êàðòàíó. Çàìåòèì, ÷òî êîíñòðóê-

öèÿ Ôîãåëÿ, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü â íà÷àëå äîêëàäà, ñóùåñòâåííî íåãî-

ëîìîðôíà. Ìû áóäåì äàâàòü âåùåñòâåííûå âåðñèè, íî â òàêîì âèäå, ÷òî

èõ àëãåáðàè÷íîñòü áóäåò î÷åâèäíà.

Ïóñòü Z � òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êîíòàêòíîé ñòðóêòóðîé F ⊂
TZ . Ðàññìîòðèì ÷åòûð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå X = P(F ). Åãî òî÷êè ñóòü
ïàðû (z, l), ãäå z � òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ Z, à l ⊂ Fz � ïðÿìàÿ â êîíòàêò-

íîé ïëîñêîñòè. Êàñàòåëüíûé âåêòîð â òî÷êå (z, l) ñîñòîèò èç êàñàòåëüíî-
ãî âåêòîðà ê Z â òî÷êå z è êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê l â ïðîåêòèâèçàöèè
P(Fz). Ýíãåëåâî ðàñïðåäåëåíèå D â êàæäîé òî÷êå ñîñòîèò èç òàêèõ âåê-

òîðîâ, ÷òî êîìïîíåíòà èõ, êàñàòåëüíàÿ ê Z, êîëëèíåàðíà ïðÿìîé l. Ýòî �
äâóìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîììóòàòîð êîòîðîãî ñ ñîáîé â òî÷êå (z, l) ñî-
ñòîèò èç òåõ âåêòîðîâ, êîìïîíåíòà êîòîðûõ, êàñàòåëüíàÿ ê Z, ëåæèò â
ïëîñêîñòè Fz. Îíî, ïîíÿòíî, òð¼õìåðíî; åãî êîììóòàòîð ñ ñîáîé óæå äà¼ò
âñ¼ êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ î÷åíü ïîõîæà íà êîíñòðóêöèþ êîíòàêòíîé ñòðóêòó-

ðû íà ïðîåêòèâèçàöèè êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ: èìåííî, íà íèõ êîí-

òàêòíàÿ ñòðóêòóðà ñîñòîèò èç òåõ âåêòîðîâ, êîìïîíåíòà êîòîðûõ, íà-

ïðàâëåííàÿ âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ, ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè êàñàòåëüíîé

ñòðóêòóðû. Åñëè ïðèìåíèòü îïèñàííóþ âûøå êîíñòðóêöèþ ê ïðîåêòè-

âèçàöèè êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ìû ïî-

ëó÷èì êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ìàøèíêè, êîòîðàÿ ïàðêóåòñÿ íà

ýòîé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè.
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Óòâåðæäåíèå 5. Ïóñòü X � ÷åòûð¼õìåðíîå ïðîåêòèâíîå ñ ýíãåëå-

âîé ñòðóêòóðîé 0 ⊂ L ⊂ D ⊂ E ⊂ T . Äîïóñòèì, ÷òî âñå ëèñòû L
êîìïàêòíû. Òîãäà îíè ðàöèîíàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C � êàêîé-òî ëèñò. Ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî

ëèñòîâ åñòü ïðîåêöèÿ ëîêàëüíî-òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ, òàê ÷òî íîð-

ìàëüíîå ðàññëîåíèå T/L|C ê C òðèâèàëüíî. ω−1X |C = TC = L|C . Íî
ω−1X = L⊗3⊗(D/L)⊗4, òàê ÷òî äèâèçîð L⊗2⊗(D/L)⊗4|C = (ω−1X ⊗L∨)|C =
(L⊗L∨)|C ñòåïåíè íîëü (à çíà÷èò è L⊗ (D/L)⊗2|C = T/E|C). Ñ äðóãîé

ñòîðîíû, òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0→ E/L|C → T/L|C → T/E|C → 0
ãîâîðèò, ÷òî T/E|C ãëîáàëüíî ïîðîæä¼í, ñëåäîâàòåëüíî, òðèâèàëåí. Çíà-

÷èò, è E/L|C òðèâèàëåí (êàê ÿäðî îòîáðàæåíèÿ òðèâèàëüíûõ ðàññëîå-

íèé).

Ïîñêîëüêó L⊗(D/L)⊗2|C òðèâèàëåí,KC = (D/L)⊗2|C , è deg(D/L)|C =
degKC

2 = g−1. Ñëåäîâàòåëüíî, degL⊗(D/L)|C = −(2g−2)+(g−1) = 1−g.
Â ñèëó òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0 → D/L|C → E/L|C → E/D|C =
L⊗ (D/L)|C → 0 ðàññëîåíèå L⊗ (D/L)|C ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì òðèâèàëü-

íîãî, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò èìåòü îòðèöàòåëüíóþ ñòåïåíü, òàê ÷òî

g 6 1.
Åñëè g = 1, òî L|C è (D/L)|C òðèâèàëüíû. Ïóñòü Z ⊂ Chow(X)

ïàðàìåòðèçóåò ëèñòû, òîãäà, åñëè X
π−→ Z � ïðîåêöèÿ, òî D/L = π∗LZ ⊂

TZ . Çíà÷èò, D = (dπ)−1LZ òðèâèàëåí ïî ñëîÿì π, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî
íåèíòåãðèðóåìîñòè.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåð ÷¼òíî-êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû, íå ïðèõî-

äÿùåé èç ýíãåëåâîé ñòðóêòóðû: äîñòàòî÷íî âçÿòü ðàññëîåíèå íà êðèâûå

áîëüøîãî ðîäà íàä òð¼õìåðíûì êîíòàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì è âçÿòü ïðî-

îáðàç êîíòàêòíîé ñòðóêòóðû îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè.

5 Ëîðåíöåâû òðóáû

Â êîìïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå íåâûðîæäåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà èìååò êîíóñ, ñîñòîÿùèé èç âåêòîðîâ íóëåâîé äëèíû; ïðîåêòèâè-

çàöèÿ ýòîãî êîíóñà åñòü êâàäðèêà ðàçìåðíîñòè r−2, ãäå r � ðàíã ðàññëî-

åíèÿ. Ýòà êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ðàñïðîñò¼ðòà íàä ëþáûì ìíîãîîá-

ðàçèåì; â òàêîì ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîé ôîðìå ïîçâîëèòåëüíî áóäåò èìåòü

êîýôôèöèåíòû â ëþáîì ëèíåéíîì ðàññëîåíèè. Ïîñëîéíàÿ ïðîåêòèâè-

çàöèÿ êîíóñà âåêòîðîâ íóëåâîé äëèíû áóäåò ðàññëîåíèåì íà êâàäðèêè.

Òàêèå ðàññëîåíèÿ íàçûâàþòñÿ òðóáàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ëîðåíöåâà òðóáà åñòü òðóáà íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè.

Ïóñòü Y � òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðîåêòèâèçàöèÿ åãî êàñàòåëü-

íîãî ðàññëîåíèÿ ïÿòèìåðíà è èìååò êàíîíè÷åñêîå òð¼õìåðíîå ïîäðàññëî-

åíèå, õîðîøî èçâåñòíîå ïåí-ñïèííåðàì: îíî îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ¾òî÷-

êà ïðèëîæåíèÿ ñêîëüçèò âäîëü ïðÿìîé¿. Åñëè λ ∈ H0(Y, S2ΩY ⊗M) �

6



êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà â êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè, òî X � ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ åé ëîðåíöåâà òðóáà � êîðàçìåðíîñòè îäèí â ýòîé ïðîåêòèâèçàöèè, è

òðàíñâåðñàëüíà ýòîìó ðàññëîåíèþ. Åãî îãðàíè÷åíèå îïðåäåëÿåò äâóìåð-

íîå ïîäðàññëîåíèå D â ÷åòûð¼õìåðíîì ìíîãîîáðàçèè X. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî êîììóòàòîðû ïîëåé èç ýòîãî ïîäðàññëîåíèÿ äâèãàþò òî÷êó ïðèëîæå-

íèÿ ïðÿìîé âäîëü ïî îðòîãîíàëó ê ýòîé ïðÿìîé (êîòîðûé áóäåò äâóìåðåí

è ñîäåðæàòü ïðÿìóþ). Òàêèì îáðàçîì, êîììóòàòîð [D,D] òð¼õìåðåí, à
âîò óæå åãî êîììóòàòîð ñ ñîáîé ïîðîæäàåò âñ¼. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ýí-

ãåëåâà ñòðóêòóðà.

Òàêèå ïðèìåðû íå î÷åíü áîãàòû â ñèëó ñëåäóþùåé òåîðåìû, äîêà-

çàííîé â 2005 ãîäó äâóìÿ ó÷åíèêàìè Ïåòåðíåëëà:

Òåîðåìà (Ïðèñêà ßíêå, Èâî Ðàäëîôô). Åñëè òð¼õìåðíîå ïðîåêòèâ-

íîå ìíîãîîáðàçèå äîïóñêàåò ãîëîìîðôíóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, òî îíî

ïðèíàäëåæèò ê ñëåäóþùåìó ñïèñêó:

1. Òð¼õìåðíàÿ êâàäðèêà;

2. Íåðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå àáåëåâà òð¼õôîëäà;

3. Ôàêòîð ñèììåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, äâîéñòâåííîãî ê òð¼õ-

ìåðíîé êâàäðèêå.

Íàïîìíèì, ÷òî ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ ïîëóïðî-

ñòîé àëãåáðîé Ëè g âêóïå ñ àâòîìîðôèçìîì s âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
forgetk−Liek−Vect g òàêèì, ÷òî s

2 = 1. Îí îïðåäåëÿåò ðàçëîæåíèå g = g+ ⊕ g−,
ãäå g+ � ïîäàëãåáðà Ëè. Äâîéñòâåííîå ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâà forgetC−LieR−VectC⊗ g ïîä-

ïðîñòðàíñòâà g+ ⊕
√
−1g−, ÿâëÿþùåãîñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè â àëãåáðå ëè

forgetC−LieR−LieC⊗g, êîòîðàÿ, âêóïå ñ èíâîëþöèåé, ïðèõîäÿùåé èç êîìïëåêñ-
íîãî ñîïðÿæåíèÿ íà C ⊗ g, îïðåäåëÿåò äâîéñòâåííîå ñèììåòðè÷åñêîå

ïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà Êàðòàíà � Áîðåëÿ � Õàðèø-×àíäðû óòâåðæäà-

åò, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ îáëàñòü, äâîéñòâåííàÿ ê êîìïàêòíîé ýðìèòîâîé,

ãîëîìîðôíî âêëàäûâàåòñÿ êàê îãðàíè÷åííîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â êîì-

ïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå.

6 Êàíîíè÷åñêèé êëàññ ýíãåëåâà ìíîãîîáðàçèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä êýëåðîâûì ìíîãîîáðàçèåì íà-

çûâàåòñÿ ïñåâäîýôôåêòèâíûì, åñëè åãî êëàññ ×åðíà ëåæèò â çàìûêàíèè

êîíóñà êëàññîâ çàìêíóòûõ ïîëîæèòåëüíûõ (1, 1)-ïîòîêîâ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïñåâäîýôôåêòèâíûõ ðàññëîåíèé ïñåâ-

äîýôôåêòèâíî. Âñÿêîå ïñåâäîýôôåêòèâíîå ðàññëîåíèå îáëàäàåò ýðìè-

òîâîé ìåòðèêîé, êðèâèçíà êîòîðîé � ïîëîæèòåëüíàÿ ôîðìà. Íà ïðîåê-

òèâíîì ìíîãîîáðàçèè ïñåâäîýôôåêòèâíîå ðàññëîåíèå � ýòî â òî÷íîñòè
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òàêîå, ïåðâûé êëàññ ×åðíà êîòîðîãî åñòü ïðåäåë êëàññîâ ×åðíà ýôôåê-

òèâíûõ ðàññëîåíèé.

Íàïîìíèì ñëåäóþùèå òåîðåìû èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Òåîðåìà (Äþìàè). ßäðà 1-ôîðìû ñ êîýôôèöèåíòàìè â ðàññëîåíèè, îá-

ðàòíîì ê ïñåâäîýôôåêòèâíîìó, íà êýëåðîâîì ìíîãîîáðàçèè êàñàþòñÿ

ëèñòîâ.

Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ âûïèñûâàíèåì ëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà äëÿ

ýðìèòîâîé ìåòðèêè óïîìÿíóòîãî ïñåâäîýôôåêòèâíîãî ðàññëîåíèÿ è èí-

òåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì, òàê ÷òî ÿ íå áóäó âîñïðîèçâîäèòü å¼ äîêàçà-

òåëüñòâî. Âïðî÷åì, â ïðîåêòèâíîì ñëó÷àå ôîðìà θ∧dθ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì H0(X,Ω3

X ⊗L2), êîòîðîå äâîéñòâåííî ïî Ñåððó Hn(X,Ωn−3
X ⊗L−2),

êîòîðîå çàíóëÿåòñÿ â ñèëó òåîðåìû Êîäàèðû � Íàêàíî.

Òåîðåìà (Áóêñîì, Äþìàè, Ïåòåðíåëë, Ïàóí). Íà ïðîåêòèâíîì ìíî-

ãîîáðàçèè äèâèçîð ïñåâäîýôôåêòèâåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí

íåîòðèöàòåëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé ïîäâèæíîé êðèâîé.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü êýëåðîâî ìíîãîîáðàçèå X äîïóñêàåò ãîëîìîðô-

íóþ ýíãåëåâó ñòðóêòóðó L ⊂ D ⊂ E. Òîãäà ëèáî L−1, ëèáî (D/L)−1 íå
ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîôôåêòèâíûì. Áîëåå òîãî, åñëè ëèáî L ïñåâäîýôôåêòèâ-

íî, ëèáî Λ2D ïñåâäîýôôåêòèâíî, òî êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð X íå ïñåâ-

äîýôôåêòèâåí, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, X óíèëèíåé÷àòî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Äþìàè ê ðàññëîåíèþ T/E, ìîæíî
çàêëþ÷èòü, ÷òî (T/E)∨ íå ìîæåò áûòü ïñåâäîýôôåêòèâíî. Íî T/E =
L⊗ (D/L)⊗2, çíà÷èò, èëè L∨, èëè (D/L)∨ íå ïñåâäîýôôåêòèâíî.

Â ñèëó òåîðåìû ÁÄÏÏ, (T/E)−1|C áóäåò îáÿçàòåëüíî îòðèöàòåëü-

íîé ñòåïåíè äëÿ êàêîé-íèáóäü ïîäâèæíîé êðèâîé C. Ñîîòâåòñòâåííî,
(T/E)|C áóäåò ïîëîæèòåëüíî íà íåé. Íî ω−1X = L ⊗ (T/E)⊗2 = Λ2D ⊗
(T/E), òàê ÷òî ω−1X ·C > 0, à ωX ·C < 0. Çíà÷èò, ýòà ïîäâèæíàÿ êðèâàÿ
ðàöèîíàëüíà, òî åñòü ìíîãîîáðàçèå óíèëèíåé÷àòî.

7 Ïåðâûé ñëó÷àé: L−1 íå ïñåâäîýôôåêòèâíî

Îñòàâèì áåç äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ôàêò.

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü X � ïðîåêòèâíîå ìíîãîîáðàçèå, è L � ïîëå

ïðÿìûõ íà í¼ì. Åñëè L∨ íå ÷èñëåííî ýôôåêòèâåí, òî X èçîìîðôíî P1-

ðàññëîåíèþ íàä êàêîé-òî áàçîé Z, òàê ÷òî ñëîè êàñàþòñÿ L.

Óòâåðæäåíèå 8. Åñëè íà ýíãåëåâîì ìíîãîîáðàçèè 0 ⊂ L ⊂ D ⊂ E ⊂ T
ðàññëîåíèå L∨ íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííî ýôôåêòèâíûì, òî îíî ïîëó÷àåòñÿ
êîíñòðóêöèåé Êàðòàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôàêòó, îñòàâëåííîìó áåç äîêàçàòåëüñòâà, X
èçîìîðôíî P1-ðàññëîåíèþ íàä êàêîé-òî áàçîé Z. Èìååò ìåñòî òî÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

0→ E/L→ TX/L = π∗TZ → T/E → 0.

Àíàëîãè÷íî îäíîìó èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, E/L è T/E ïîñòî-

ÿííû âäîëü ñëî¼â. Ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 12.9 èç òðåòüåé ãëàâû Õàðò-

ñõîðíà E/L = π∗EZ , T/E = π∗L′Z , ãäå EZ è L′Z � ëîêàëüíî ñâîáîäíûå

ïó÷êè ðàíãîâ 2 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ π∗ ê ïðåñëîâóòîé òî÷íîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è çàìå÷àÿ, ÷òî R1π∗E/L = 0, èìååì òî÷íóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü

0→ EZ → TZ
φ−→ L′Z → 0.

EZ åñòü êîíòàêòíàÿ ñòðóêòóðà íà Z, èç êîòîðîé èñõîäíàÿ ýíãåëåâà ñòðóê-
òóðà ïîëó÷àåòñÿ êàðòàíîâñêîé êîíñòðóêöèåé.

8 Âòîðîé ñëó÷àé: (D/L)−1 íå ïñåâäîýôôåêòèâíî

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü L ⊂ D ⊂ E � ýíãåëåâà ñòðóêòóðà íà ìíî-

ãîîáðàçèè X òàêàÿ, ÷òî (D/L)−1 íå ÷èñëåííî ýôôåêòèâíî. Åñëè L �

ïðÿìîå ñëàãàåìîå D, òî ñóùåñòâóåò òð¼õìåðíîå ìíîãîîáðàçèå Z ñ ãî-

ëîìîðôíî ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òàêîé, ÷òî X � åãî ëîðåíöåâà òðóáà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âëîæèì D/L â D, ïîëüçóÿñü íàøèì ïðåäïîëîæåíè-

åì. Ïîëüçóÿñü óïîìÿíóòûì âûøå ôàêòîì, ìû ðàññìàòðèâàåì X êàê P1-

ðàññëîåíèå íàä êàêîé-òî áàçîé Y . Òîãäà L íèçâîäèòñÿ ïðÿìîé ïðîåêöèåé

íà Y ,
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